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۰ ۰ تومان 


فهرست مطالب 


پیش از آغاز و یادآوری 7 ۱ وت کب و 
۱ ریاضیات؛ در تمامی زندگی تمامی ما رخنه کرده است ی ۱9 
ان کش استاک قاد گی‌غع از یازا هار2 ی م۱ ۱ 
ّ جگونه می‌توان به ریاضیات علاقه‌مند شد؟ ی 6 تک 


۱ انتقال محورهای مختصات و پیدا کردن محور تقارن و 


مرکز تقارن یک نمودار ی یت میج اه .7 
۱ انتقال محورها . دج ی ی و و و او یحو نیت ۱ 


۲ عبارت‌های کویا و عبارت‌های کیک 


ت نزن وی؛ گی‌های عسبارت‌های گویا پا وه وتو و ی ۳۵ 
۲ عمل با عددهای رادیکالی ی سیسوس سیميم 1 
۳ مثهوم تابع مر زو وروسو و و اج سا چا وی 
۱ ورود به مطلب ۱ 


۲ تابم مه سم مت اه ما دا واه اسهم سر و 4 ام ما از 
ك تابع زوح و تابم فرد ی 
1 
ها. نابع وارون و ی اه ی ی ی یت مه پی ب ع ۲ ۲۳8 
۶ فاصله پا بازه ها 33 
۷ مفهوم تابع در گذر زمان ...............۰.۰.۰۰.۰.۰.۰.... ۱۰۴ 
ی ی ام ی و هو و ی م۱۵ 
۱ دایره 7 
و ی ره ۳۳ ۲۲ 
تابع بخش درست هی بو ی را ی ۱۳ 
تمرین‌ها ام ون هرپ واگ هس ها ماهر ماه مه طسو ۵ ۲۵۲ 
تعمیم مفهوم توان و تابع نمایی 7 
۱ مفهوم نوان را می‌توان تعمیم داد وا مس ۵ ۲۲ 
۱ نابع نمایی ۱ | 
دنباله‌های عددی و تصاعدها ی ی یه 1 1 
هر ی ی ۱ 
اقا تا هر ۱ 
۳ تصاعد هندسی مه کی اه هه و روبع ۱۹۲ 
۴ مفهوم تصاعد در گذشته و حال و 

و۳۱ 


...9 ها وج ىا وا وا و ان و ایا وا وا با 5 0 3 


۰۰۱۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰ 


۱ عمل عکس در ریاضیات ی و وج نومضم مک ۱۳ 
۲ تعریف و ویژگی‌ها 5ب( 
۳ فانون محاسیه 0 
۳ لگاریتم دهدهی و لگاریتم طبیعی وا و۵ ۳۲ 
۵. تابع لگاریتمی .۰.۰ 1 و 1۲ 
۶ لگاریتم چه سودی دارد و چگونه کشف شد؟ تج مزر مرن ۳۳۱۳۳ 
تمر ین ها نا 
٩‏ نمودار تابع‌های متلتاتی 0 
۱ تابع‌های متناوب سگرن و( 
۲ نمودار تابع‌های مثلثاتی ساده ۹ 
تمرین‌ها 1۳ ده هش 4 تب 7 
پاسخ. راهنمایی و حل مساله‌ها ۳ب 
پیش از آغاز و یاداوری ۳۳۹ و و ی 3 
ورین کر فیک تقاولا مممسصصسه ‏ ی موه مه بجوم ۳۵9 
غبارت‌های گریا و غبازتت‌هاق کنیه, .مب ی 
دایره و سهمی 1 
بخش درست عدد ات 2 شتی تن یو وی موی ویو مهس ۳ 
تعمیم مفهوم توان و تابم نمایی ..... تن ۱29902 تمهت کیره ۵۵ ؟ 
دباله‌های عددی و تصاعدها و هه مه مومسم ۲ ۱۲۳۱ 
لگاریتم و تابع لگاریتمی و 
نمودار تابع‌های مثلئاتی 2 


از پرویز شهرپاری 
هنتشر شده است: 


* ریاضیات محاسبه‌ای (جلد اول) -سال اول دبیرستان نیم سال اول 

9 ریاضیات محاسبه‌ای (جلد دوم) -سال اول دبیرستان نیم سال دوم 

6 ریاضیات محاسبه‌ای (حلد سوم) -سال دوم دبیرستان - نیم سال اول 
6 ریاضیات محاسبه‌ای (جلد چهارم) -سال دوم دبیرستان -نیم سال دوم 
۵ ریاضیات محاسبه‌ای (جلد پنجم) -سال سوم دبیرستان -ریاضی‌فیزیک 
۵ مسأله‌های المپیاد آمریکا -با حل 

۵ مسأله‌های المپیاد شوروی -با حل 

9 مسأله‌های المپیاد کشورهای مختلف -با حل 

ه مهم‌ترین مسأله‌ها و قضیه‌های دشوار ریاضی 

۵ بازی‌ها ‏ سرگرمی‌ها - معماها در ریاضیات 

۵ نظریة ساختمان‌های هندسی 

۵ نابرابری 


9 هندسة تحلیلی و جبر خطی (مسأله با حل) 


۰ تومان 
۰ تومان 
۰ تومان 
۰ تو مان 
۰ تومان 
۰ تومان 
۰ تومان 
۰ تومان 
۰ تومان 
۰ تومان 
۰ تومان 
۰ ۰ تومان 
۰ تومان 


پیش از آغاز و یادآوری 


من ریاضیات را دوست دارم نه به این انگیزه که پايهُ صنعت ما بر آن نهاده 
شده است؛ بلکه در ضمن. به این خاطر که بسیار زیاست. به این خاطر که؛ اگر 
آدمی بخواهد. می‌تواند عشق به بازی را در آن بيابد. به اين خاطر که» در درون آن؛ 
چنان بازی‌های رازگونه‌ای وجود دارد که آدمی می‌تواند. به یاری آن‌ها. تا اجا پیش 
رود که به انامتاهی دست یابد. ریاضیات آگاهی‌های روشنی: دربارة اپی‌نهایت» به 
ما می‌دهد و دربارة چیزهایی سخن می‌گوید که به دشواری می‌توان به انديشه آورد. 
از این گذشته» ریاضیات به طور شگفت‌انگیزی, انسانی است و کمتر از هر جای 
دیگری, جمله «دو دوتا» چهارتاه با آن سازگار است. ریاضیات» همه‌جا و همیشه. این 


آوا ۳ نت داده ات که فعالیست و استهد اد آدمی» پایانی ندارد . 


خانم روزا پتر» ریاضی‌دان مجارستانی 
در کتاب «بازی با بی‌نهایت» 


1 ریاضیات در تمامی زندگی ما و خنه کرده است 
خیام ریاضی‌دان» اختر شناس و رباعی‌سرای بزرگ ایران» که در سده‌های 
پنجم و ششم هجری قمری می‌زیست؛ در پیش‌گفتار کتاب «جبر» خود؛ 
می‌گوید : 

«ریاضیات. به پیش گامی سزاوارتر است». 

کارل فردریک گوس ریاضی‌دان و اخترشناس بزرگ آلمانی (۱۸۵۵-۱۷۷۷ 
میلادی) » ریاضیات راء «فرماندة همه دانش‌ها» می‌دانست. 

ب. فلدبلوم» تحلیل‌گر معاصر تاریخ و فلسفةٌ ریاضیات» دیدگاه گوس 
را کامل می‌کند و ریاضیات را «فرمانده و یاری دهندة همه دانش‌ها» می‌داند. 

آ.د.الکساندروف ریاضی‌دان و فیلسوف زمان ما» موضوع را روشن‌تر 
می‌کند. او می‌گوید : 

(, .. سرچشمه زنده بودن ریاضیات» در این‌جاست که همه مفهوم‌ها و 
نیجه‌گیری‌های, آن» ... اشی از واقعیت است و کاربند فراوانی» در سایر 
دانش‌ها» در صنعت و در همه جنبه‌های گوناگون زندگی انسان» بیدا می‌کند 
و اين؛ مهم‌ترین چیز» برای در ریاضیات است .. .». 

می‌شنوید یا در روزنامه‌ای می‌خوانید : ساختمانی سه طبقه» پیش از آن‌که 
کار ساختمانی آن پایان یابد» فروریخت و عده‌ای از کارگران زحمت‌کش را 
کشت یا زخمی کرد وقتی به دنبال پیدا کرد دلیل این فاجعه می‌روید» به 
شما می‌گویند : ساختمان. مهندس نداشته است» یعنی نقشه ساختمان» به 
وسیلهٌ مهندس آزموده» آماده نشده و در نتیجه» «محاسبة» مقاومت بی‌ها و 
تير آهن‌ها» به درستی انجام نگرفته است. 

مهندسی که می‌خواهد. دو تیغهُ کوه را به هم وصل کند و پلی بسازد 
که راه‌آهن. بتواند از روی آن بگذرد و دره‌ای ژرف و مخوف را» بشت سر 
بگذارد. باید دو مساله را» با هم حل کند: بیشترین مقاومت پل و کمترین 
هزینه‌ای که برای ساختن آن لازم است. در این‌جا باید مرز لازم و کافی را 


۸ 


برای مصالح ساختمانی پیدا کرد» یعنی مقدار مصالحی که اگر کمتر از آن 
۰ ۳ ۲ * و ۵ 2 ۰ ۱ ۳1 
مصرف شود بل زیر فشار وزن واگن‌ها فرو می‌ریزد و؛ ار بیشتر از آن مورد 
استفاده فرار گیرد؛ موجب تلف شدن بی‌رویه مصالح و؛ در نتیجه هزئیه بیش 
از حل لازم می‌شود. اگر فرار بود» تنها «بشترین مقاومت» در نظر گرفته شود 
می‌شد دره را» از بایین تا بالا ابتون آرمه» کرد تز اگز تنها به «کمترین مقدار 
ممکن هزینه؛ توجه شود با یک يا چند تير چوپی بلند» که دو تيغهٌ کوه را به 
هم سس دهند» کار به بایان می‌رسد. ولی ص مسباله باید با توجه به هر دو 
جنبة کار» یعنی «بیشترین مقاومت» و «کمترین هزینه»» حل شود و این کار 
مهندسی است که به‌جز تجربه و آزمردگی به اندازهُ کافی؛ با ریاضیات آشنا 
وفتی از تلویزیون يا رادیو به «ییش‌بینی» هوا در ۲۴ ساعت بعد» گوش 
می‌کنید» یا آگاه می‌شوید» سفینه‌ای» با سرنشین یا بدون آن» به مدار زمین 
برتاب سشده است. يا وفتی این خبر را می‌شنوید که به باری رایانه» توانسته‌اند» 
بر پایة تنها کتابی که از قوم «اینکا؛ - سرخ‌پوستان بومی امریکای مرکزی - 
باقی‌مانده بخشی اساسی از خحط و زبان این فوم را بشناسند ...۰ همه‌جاء و 
در پس پرده همه اين خبرها» دانش ریاضیات و ریاضی‌دانان بنهان شده‌اند. 
ولی سخن: به همین‌جا بایان نمی‌یابد. باید گفت اگر در گمان خود؛ 
دانش ریاضیات را از مجموعه دانش‌های هه جر د ب بسرول تیم نه‌تنها تمامی 
صنعت و تمدن امروزی فرو می‌ریزد و؛ همه دانش‌های دیگر؛ تکیه گاه اصلی 
خود را از دنفسا مي دهد ء حتا اسان در تاکز عادی ۲ روزانه حود » 
فلج می‌شود و هم؛ٌ رابطه‌های انسانی موجود. به صورتی فاجعه‌آمیز» از هم 
۱ 
می گسلد. 
بی جهت نیست که «ریاضیات» - دست‌کم به صورت مقدماتی آن - 
هميشه با انسان بوده است و تاریخی به قدمت تاریخ انسان دارد [از این 
می‌گذرم که ار خصلت غریزی و یا شاید در برخی حالت‌ها؛ درک و حافظه 


جانوران را در نظر بگیریم که به عنوان مثال» «حساب» بچه‌های خود را 
دارند» آن وفت باید عمر «ریاضیات» را» درازتر از عمر بشر دانست.] 

همه ما از کاربرد ریاضیات در دانش‌هایی همچون اخترشناسی» فیزیک 
و مکانیک آگاهیم ولی در زمان ما؛ ریاضیات توانسته است. دامنه نفوذ خود 
را» حتا در دانش‌هایی که به کلی دور از ریاضیات به شمار می‌آمدند» همچون 
بررسی‌های تاریخی» یزشکی روال‌شناسی» باستان‌شناسی» جامعه‌شناسی» 
.. گسترش دهد؛ و دانش‌هایی مثل اقتصاد» زیست‌شناسی ژن‌شناسی 
زمین‌شناسی؛ و ...۰ تا حد زیادی» به طور کامل چه از دیدگاه بکار 
گرفتن دستورهای ریاضی و چه از نظر استفاده از روش‌های ریاضی؛ چهره‌ای 
ریاضی‌گونه به خود گرفته‌اند. 


1 


ریاضیات» مسیری طولانی را پیموده است : از نیازهای ابتدایی انسان 
نخستین» برای نگاه داشتن «حساب» افراد و دام‌ها تقسیما غدا و زمین بین 
آن‌ها؛ «تعیین سهم کاره و غیره آغاز کرد و» با گذشتن از مسیرهای پیچ در 
پیچ نیازهای بیرونی و درونی ریاضیات» خود را به ستیغ انتزاع کشانید و 
سپس دوباره به زندگی و عمل بازگشت. 

زمانی بود که» در نظام برده‌داری یونان باستان و نظام «ارباب - رعیتی! 
سده‌های میانه در ارویای غربی» حق تقدم را به «استدلال» «اندیشه درونی؛ 
و «جدل‌های به اصطلاح منطقی» می‌دادند و» برای مشاهده و تجربه» ارزشی 
قایل نبودند. پیشرفت ریاضیات» و به‌ویژه هندسه» در یونان باستان و اوج گیری 
پحث‌های بی سرانجام کشیشان سده‌های میانه دربارٌ «سعد و نحس» و یا در 
ید با که در یک رک سوو3ه چه مداد از فا مت دا بر 
ناشی از همین انديشه بود. 

بسیار طرل کشید تا انسان به این اصل ساده .یی برد که؛ بدون مشاهده 


و ۱ 


طبیعت و جامعه و تنها با «اندیشه» درباره آن» نمی‌توان به قانون‌های حاکم 
پر آن‌ها پی برد. بسیار طول کشید تا انسان «فهمید» که» برای پی بردن به 
«رازهای» موجود در طبیعت و جامعه باید پیش از هر چیز» چشمان خود را 
باز کرد دور و بر خود را با دفت دید و سپس درباره آن‌چه دیده می‌شود؛ به 
آزمایش پرداخت و سرانجام بعد از گذراندن اين دو مرحله. از «اندیشة» خود 
یاری گرفت و بستگی‌های موجود بین آن‌چه را که مورد آزمایش و مشاهده 
قرار گرفته است حدس زد و «نظریة» خود را بنیان نهاد. و البته» این پایان 
کار نیست. هر نظریه‌ای» در هر زمینه‌ای باشد باید دوباره به محک آزمایش 


: هرکسی. استعداد یادگیری ویاضیات با دارد 
ریاضیات هم مثل هر جنبهٌ دیگری از شناخت آدمی؛ هم دانش است و هم 
هنر. در هر زمیته‌ای که به خلافیت انسان # ۷ دارد؛ هم جنبه‌های «علمی» 
دیده می‌شود و هم جنبه‌های «هنری». 

اگر دانش را «قابل آزمایش و قابل یادگیری» و «هنر» را «نتیجهٌ خلاقیت و 
استعداد ویژه انسان» بدانیم» آن وقت روشن می‌شود که در همه فعالیت‌های 
انسانی» دانش و هنر به هم پیوسته است. 

نا آن‌جا که شما «موسیقی را یاد می‌گیرید» دانش است» ولی از آن‌جا 
که «می‌خواهید بیافرینید» و چیزی تازه ارائه دهید هنر است. شما می‌توانید 
نت‌خوانی را «یاد بگیرید»» روش به دست گرفتن» مثلا» ویْلون و آرشه را 
«بیاموزید»» حتا می‌توانید» به یاری تمرین و آزمایش» بسیاری از آهنگ‌های 
موجود را «بنوازید». تا این‌جا» با جنبه‌هایی از موسیقی سروکار دارید که دارای 
«قانون» است و بنابراین» هر کسی می‌تواند» دیر یا زود آن‌ها را فرا گیرد. 
ولی» هر کسی که این «قانون‌ها» را بداند» هنوز «آهنگ‌ساز» و «آفریننده؛ 
نیست؛ و از این‌جاست که «هنر» آغاز می‌شود و باید «استعداد هنری» خود 


۱ 


را بنمایاند 

این را هم بگویم که هیچ معیاری» دست‌کم تاکنون» پیدا نشده است که 
به یاری آن بتوان» از آغاز» «استعداد آفرینندگی» را به روشنی کشف کرد. جه 
بسپارند کسانی از توده‌های مردم که اگر با «قانون‌های موسیقی» آشنا می‌شدند 
و امکان‌های لازم را در اختبار داستند) می‌توانستند موسیقی‌دان هنرمندی از 
آب درآیند. 

وضم دربارة ریاضیات هم به همین گونه است. تا آنجا که ریاضیات 
به قاعده درآمده و زاویه‌های گوناگون آن روشن شده است؛ «دانش» است و 
هرکسی می‌تواند به آن دسترسی بیدا کند» ولی از آن‌جا که به مرز ناشناخته‌ای از 
ریاضیات برخورد کنیم و نیاز به آفرینندگی داشته باشد «استعداد» می‌خواهد 
و اهنرا. 

همین‌جا به این نکته هم اشاره تسم که «یاد دادن و یاد گرفتن ریاضی؛ هم 
از این فاعده جدا نیست. شرط لازم یاد دادن ریاضیات» دانستن است و؛ 
معلم ریاضی» باید؛ بر آن‌چه می‌خواهد بیاموزد» مسلط باشد. ولی اين» کافی 
نیست. معلم باید «هنر آموختن) را هم داشته باشد» جیزی که بدون آن؛ 
می‌تواند موجب سرخوردگی و سردرگمی بسیاری از دانش‌آموزان با استعداد 
شود. برای دیاد گرفتن») هم صرف وقت» تمرین و علاقه لازم است» ولی 
به‌جز این‌ها؛ باید «هنر یادگیری» و «هنر درس خواندن» را بداند تا بتواند به 
استعدادهای خود» پی ببرد. 

در دهه‌های اخیر؛ بسیاری از خلق‌های محروم از نژادهای غیر سفید» 
توانسته‌اند به طور نسبی آزادی خود را بازيابند و به دانش رو آورند. در 
ضمن پیشرفت حیرت‌آور زنان در زمینه‌های گوناگون دانش در کشورهای 
مختلف» به طور قانع کننده‌ای ثابتِ می‌کند که فراگیری دانش و از آن‌جمله 
ریاضیات» نه خاص مردان است و نه خاص نراد و با قومی ویزه. 


به‌و پر ه دربارة زنان ) اندکی بیستر شتا کنیم . حتاأ از گذشته‌های در 
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و تا پیش از چند دهه قبل که نام و نشان کمتری از زنان (به‌ویژه در عرص 
دانش) دیده می‌شود» با وجود هم تنگناهایی که برای زنان وجود داشت؛ 
باژ هم این جا و آن‌جا؛ به استعدادهای درخشان آنان در زمینه ریاضیات 
برمی‌حوریم. 

نخستین زب ریاضی‌دانی که می‌شناسیم » هیپاتی است. او در بایان سده 
چهارم و آغاز سد؛ٌ پنجم میلادی» در اسکندریه می‌زیست. در ریاضیات و 
فلسقه ) شهرت جهانی بیدا کرد. در دورانی که اسکندریه؛ مرکز دانشمندان 
تراز اول جهان بود؛ ۳۹3 فلسفه را در آن‌جا به دست آورد و» برای مردان 
و زنان مشتافی که از سراسر جهان به آن‌جا می‌آمدند» درس می‌داد. به بیان 
اب. فلدپلوم» : همه را به خاطر منطق ریاضی و استدلال نیرومند خود و 
عشق بی‌بایانی که به دانش داشت» شگفت‌زده کرده بود. دانش زیاد» بیان 
روشن و استعداد درخشان هیپانی» انبوه دوستدارانش را به سوی کلاس‌های 
او می‌کشاند. ولی برای همه جای نشستن نبود. انبوه جمعیت» کنار در جمع 
می‌شدند : در بالکون‌ها و راه‌روها می‌ایستادند و به سخنانی که از درون استاد 
بیرون می‌آمد» گوش می‌دادند». 

و این ترانه یونانی» که برای هیپاتی ساخته شده است» جقدر زیباست: 

وفتی ؛ نزدیک منی و سخنت را می‌شنوم؛ 

با نگاهی که به پرهیزگاری نگاه ساکنان ستارگان پاک می‌ماند» 

تو را با همه وجودم می‌ستایم» هیپاتی! 

هم کار تو» هم زیبایی سخن تو 

هم یاکی و برهیزگاری تو» که به ستارگان می‌ماند 

و هم دانش خردمندانة جهانگیر تو را ... 

و سرانجام سرنوشت هیپاتی» چه اندوه‌بار است! از زبان «د.به‌لو) مورخ 
می‌شویم: «در روز روشن» در یکی از خیابان‌های مرکزی اسکندریه» جلو 
چشمان بسیاری از مردم این شهر کهن. با بی‌رحمی و وحشی‌گری: او را 


۱۳ 


کشتند. وقتی از کتاب‌خانةٌ اسکندریه برمی‌گشت. انبوه جمعیت خشمگین و 
خرافاتی» در کین او بودند. او را از کالسنکهنبایین کشیدند و کشان کشانت؛ 
به سوی کلیسا بردند. جمعیت متعصب. با چشمان خون گرفته. دست‌های 
او را شکستند و بدنش را زیر ضربه‌های سخت خود گرفتند» لباس‌هایش 
را پاره‌پاره کردند» پوستش را با چاقوهای صدفی کندند و. سرانجام؛ جسد 
بی‌جان او را؛ روی کومهُ آتش» سوزاندند. به این ترتیب» در یکی از روزهای 
ماه مارس سال ۴۱۵ میلادی» هییاتی» یکی از بزرکترین و برآوازه‌ترین زنان 
دانشمند را» کشتند. این فاجعه» به دست مردمی وحشی و دریده انجام گرفت 
که به‌وسیله «سیریل»؛ سراسقف اسکندریه» که کارش سازمان دادن و تعقیب 


افراد ابی‌ایمان» بو ۵ ع تحریک سكه۵ بو دید ۰ 
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ابوریحان بیرونی ؛ که هزار سال بیش می‌زیست» در کتاب «التفهیم» شود 
که در زمته رناضیات و اد شناسی اسّت - می‌نویمد: ...و این یادگان 
همچنین کردم مر ریحانه دختر حسین خوارزمی را؛ که خواهندة آن بود ۰۰ .»۰ 

ولو علاقه‌مند به یادگیری ریاضیات و اخترشناسی بوده است و ابوریحان 
بیرونی؛ «تفهیم» را؛ به همین منظور و برای او نوشته است. 

بهاسکارا» ریاضی‌دان هندی سده دوازدهم میلادی» کتاب زیبای خود را 
ب‌نام لیلاواتی دختر خود نوشته است که؛ در واقم» یک کتاب ریاضی است و 
با زبان شعر و بسیار زیبا و دلنشین سروده شده است. 

در همین زمان ما زنان را باید بهترین معلمان ریاضی دانست» چرا 
که تنها مادران می‌توانند الفبای ریاضی را در نخستین سال‌های آموزش» به 
فرزتذانشان نیاموزند. 


نمونه بعد را» از سده نوزدهم انتخاب می‌کنیم: سوفیا کووالوسکایا 
(۱۸۹۴-۱۸۵۰ میلادی)» ریاضی‌دان بزرگ و پر استعداد روس. زندگی 
سوفیا» نمونه روشنی است از استعداد ریاضی یک زن در شرایط دردناک 
نابرابری با مردان. سوفیا» نخستین آشنایی‌های خود را با ریاضیات, به یاری 
عمویش و بعد» از روی ورق‌های درس اوستروگرادسکی به ذدست آورد 
(بدرش ریاضیات را» بیش اوستروگرادسکی؛ ریاضی‌دان معروف خوانده بود). 
در ۱۲ سالگی آموزش خود را در خانه آغاز کرد» ولی برای ادامهُ تحصیل 
اف را به دانشگاه راه ندادند. در ررسیة آن: ما زنان را شايسته ورود به 
دانشگاه نمی‌دانستند. سوفیا تصمیم گرفت به خارج از روسیه برود» ولی پدرش 
رضایت نمی‌داد و» برای خروج از کشور؛ رضایت پدر لازم بود. با ولادیمیر 
کووالوسکی دانشمند دیرین‌شناس - ازدواج مصلحتی کرد و. با ورقهٌ رضایت 
او به آلمان رفت. ولی دانشگاه برلن هم زنان را نمی‌پذیرفت. به تنهایی و 
پیش خود. دانش ریاضی را دنبال کرد و به جایی رسید که ریاضی‌دانی مشهور 
شد. بیست‌وچهار ساله بود که دانشگاه گوتینگن (در آلمان)» در غیاب او؛ 
دکترای افتخاری فلسفه را به او داد. تلاش کرد تا برای تدریس ریاضی؛ به 
کشورش بازگردد ولی او را به دلیل زن بودن نپذیرفتند. وزیر آموزش تزار 
می‌گفت : «برای زن؛ دور بیری» خیلی زودتر از آن فرا می‌رسد که بتواند 
اجازه ورود به دانشگاه را داشته باشد». به فرانسه رفت. در آن‌جا هم به همان 
دلیل» او را به دانشگاه راه ندادند. 

و با همه این‌ها» سوفیا تا قله‌های ریاضیات بالا رفت و؛ در زندگی 
کوتاه خود» افتخارهای فراوانی به دست آورد. سوفیا» ریاضیات را «دانش برتر 
و رمزآمیزی» می‌دانست که می‌تواند دنیای پر رمز و رازی را - که برای آدم‌های 
عادی فاپل فرهه تسس تقو بای فیدگان: او ناه 

در سال ۱۸۸۸ میلادی» فرهنگستان علوم باریس؛ به خاطر راه‌حلی که 
سوفیا برای مساله مربوط به دَوّران جسم صلب دور یک نقطهٌ ثابت؛ پیدا 
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کرده بود» جایزه خود را به او داد و به خاطر شهرتی که پیدا کرده بود؛ 
فرهنگستان علوم پترزبورگ» او را په عنوان عضو وابستة خود برگزید و.... 

سوفبا» آرزوی جامعه‌ای را داشت که به زبان خود اوء در آن‌جا «احساس 
لیر الم گام بای جر تن مدای با خفن بای زد جات 
را به سوی شکرفا شدن نیروهای خلافه‌اش» هدایت کند. 


0 


سخن کوتاه. هر کسی می‌تواند ریاضیات را یاد بگیرد. شاید برای 
ریاضی‌دان شدن. به معنای آفرینندگی در مرزهای ناشناختهُ ریاضیات» «هنر» 
و «استعداد» ویژه‌ای لازم باشد» ولی یادگیری ریاضیات؛ برای هر کسی ممکن 
است.. به‌جز این استعداد. ریافتی» نه به ناد خاصی تعلق دارد و نه به 
جنس خاصی. ممکن است انسان‌ها» استعدادهای متفاونی داشته باشند ولی 
اگر به انسان «بی‌استعداد» برخوردید» مطمئن باشید که يا به دلیل نامتعارف 
بودن اوست (مثل کسانی که مغزشان در اثر بیماری» با عدم رشد مغز در 
دوران بارداری مادر» نتوانسته‌اند رشد.عادی خود را داشته باشند) و یا به دلیل 


محدودیت‌ها و دشواری‌های مپ‌جود در محبط اجتماعی او . 


نز چکو نه می‌توان به ریاضیات علافه‌مند شد؟ 
اين» بحثی دراز است و به جنبه‌های گوناگونی ۳-۳ دارد: کتاب درسی ؛ 
روش تدریس رفتار معلی محیط اجتماعی» احساس نیاز دانش‌آموز . 
ولی در این‌جاء تنها به آن بخش از این عامل‌ها می‌پردازيم که در اختیار خود 
دانش‌اموز است. 

ريشه بیشتر دل‌زدگی‌ها و دوری کردن‌ها» نسبت به ریاضیات راء باید در 
برخوردهای نخستین - در دبستان و راهنمایی - جست‌وجو کرد. کتاب‌های 
درسی» به دلیل ذات خود؛ بیشتر فشرده و «خحشک» تنظیم شده‌اند. ساعت‌های 
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محدود کلاس ریاضی هم به معلمی که نگران تمام شدن برنامه است فرصت 
کار گسترده‌تر با دانش‌آموزان را نمی‌دهد. و این البته به شرطی است که 
هم کتاب درسی خوب نوشته شده باشد و هم معلم «هنر» معلمی را داشته 
باشد. در چنین شرایطی» تلاش مشخص خود دانش‌آموز است که می‌تواند؛ 
تاثیر بخشی از عامل‌های منفی را؛ از بين ببرد. این تلاش. باید در جهت‌های 
مختلف و زمینه‌های بسیار گوناگون باشد که در این‌جا به برخی از آن‌ها 
فهرست‌وار» اشاره می‌کنم. 

۱ یکی از سودمندترین راه‌ها» برای علافه‌مند شدن به ریاضیات» کار 
جمعی و. دست‌کم» دونفری است. ریاضیات را با هم بخوانید» برای یکدیگر 
شرح دهید از هم ایراد بگیرید و حتا» با هم بیندیشید. 

۲ وفتی متوجه شدید» در حل مساله‌ای با درک مطلبی: دجار اشتاه 
شده‌اید» خیلی ساده از آن نگذرید. تلاش کنید دلیل اشتباه خود را پیدا کنید؛ 
آیا اشتباه منطقی کرده‌اید؟ آیا صورت مساله را درست نفهمیده‌اید؟ در محاسبه 
اشتباه کرده‌اید یا در روش حل؟ شاید صورت مساله نامفهرم است؟ و ... 

سباری از اشتاه‌ها؛ نه به استدلال نادرست شما بلکه به عدم درک 
مفهوم اصلی مطلب مربوط می‌شود. نمونه ساده‌ای پیاوریم: 

از دانش‌آموزی که سال‌های اول دبستان را می‌گذراند» می‌خواهید» ۴۴ را 
نصف کند و او در پاسخ شما می‌گویند: می‌شود ۴. ایا باید به او پرخاش 
کرد که. جرا مطلبی به این سادئی را نمی‌داند! نه! او درست اندیشیده است؛ 
استدلال او نادرست نیست. او در واقع؛ پرسش شمارا درست نفهمیده است. 
توجه او به نماد عدد ۴۳ بوده و با رسم یک خط راست بین دو نماد ۰۴ 
شکل نوشتاری عدد ۴۴ را نصف کرده است. استدلال ذهنی او برای نصف 
کردن» به معنایی که صورت مساله را فهمیده درست است. درک نادرست 
از صورت مساله به معنای نادرست بودن استدلال او نیست و نمی‌توان به 
پاسخ ای اعزاد: فا به همین مناسبت؛ یکی از دلبل‌های اشتباه؛ عدم درک 
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درست صورت فضبه يا مساله ی صورت مساله را حنلد بار بخوانید و 
تلاش کنید» مفهوم اصلی آن را درک کنید. 
۳ کمتر به حافظه تکیه کنید و ؛ بیشتر» به روش کار و نحوه استدلال 
بو حه داشته باشیك. ذرباره معنای ریاضی واژه‌ها ۴ جمله‌هایی که یه کار 
۳ 


می‌بر ید » دفت کید اگر عادت کرده‌اید» برای انچام عملی مثل ِ بگویید 


۵ 
«دور در دورء نزدیک در نزدیک» بیندیشید» این جمله یعنی چه! کدام عمل 


ریاضی را انجام می‌دهید و برای این عمل ریاضی» چه کاری مجاز است؟ 


۱ ۲ 
دهیل : رای تقسنیم عدد چ بر عدد <» باید < را معکوس کرد وه سپس ؛ در 


1 ضرب کرد. 

وقتی با وازه‌هایی مثل ا(ضریب! «اتحاده معادله؛ و ... روبه‌رو 
می‌شوید» معنای ریاضی آن‌ها را به یاد بیاورید و اگر مثلاً متوجه شدید 
تعریف درست و دقیق واه «مزدوج» را نمی‌دانید؛ قبل از یاد گرفتن آن به 
فکر حل مساله نیفتید. 

۴ به محض دیدن صورت یک مساله» به سراغ راه حل آن» در کتاب‌های 
حل مساله‌ها» نروید يا از دبیر آشنای خود نپرسید. تمام تلاش خود را به 
کار برید تا نیروی خودتان را در حل آن بیازمایید. اگر در چند ساعت کار» 
تنها روی دو مساله کار کنید» ولو این‌که موفق به حل آن‌ها نشوید» برای شما 
سودمندتر از آن است که راه‌حل ۱۰ مساله را» از روی کتاب بخوانید یا از 
دیگری ببرسید. 

۵ از مطالعة کتاب‌های ریاضی غیر درسی غفلت نکنید. به سراغ 
کتاب‌هایی بروید که دربارهُ «تاریخ ریاضیات» «زندگی‌نامةٌ ریاضی‌دانان» 
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(کاربردهای ریاضیات» «فلسفه ریاضیات» و ... نوشته يا ترجمه شده‌اند. 
مطالعه این کتاب‌ها؛ دیدگاه شما را گسترش می‌دهد. زیبایی‌های ریاضیات را 
به شما می‌شناساند و احساس شور و شوقی بی‌اندازه؛ نسبت به ریاضیات 
در شما به وجود می‌آورد. 

کتاب‌ها پا مقاله‌هایی هم که به بازی‌ها» سرگرمی‌ها و حیستان‌های ریاضی 
مربوط می‌شوند» بسیار سودمندند و شما را با ریزه‌کاری های استدلال ریاضی: 
اشنا في کند, 

۶ ریاضیات به حوصله مطالعه تمرین و اندیشه نیاز دارد. ولی برای 
این‌که خود را به این‌ها عادت دهید. تنها باید اراده کنید» مدتی (نه‌چندان 
دراز). به توصیه‌های این مقدمه عمل کنید. در این صورت. به تدریح» جنان 
به کار علافه‌مند خواهید شد که برای جدا شدن از ریاضیات. بایذ اراده‌ای 


قوی داشته باشید نه برای ادامهٌ آن. 
0 


مساله‌هایی که در این‌جا آمده‌اند» بر دو گونه‌اند : 
۱) مساله‌هایی برای یاداوری آن‌چه خوانده‌اید و. در برخی موردها 


تکمیل آن‌ها؛ 


۲) مساله‌هایی که برای تقویت ذهن و اندیشه شماست و؛ بسیاری از 


آن‌ها» به هیچ دستور یا قضیهٌ ریاضی نیاز ندارند و» برای حل آن‌ها؛ تنها باید 


5 هشت مکعبی که در شکل ۱ می‌بینید؛ یکسان هستند» جچه از نظر 
اندازه و چه از نظر حرف‌هایی که روی وجه‌ها نوشته شده‌است. با هم تفاونی 


تبارنك 


۱۹ 


اگر یکی از مکعب‌ها را آن‌طور که در سمت راست شکل ۱ ی تمسسلب 
بگسترانيم» چه حرف‌هایی در وجه‌های آن نوشته شده است؟ جه حرف‌هایی 
روی فاعده‌های سه مکعب ریرین وحود داد؟ 

آ. به شکل ۲ تو جه تسه ۱ می‌خواهیم؛ با آغاز از نقطه‌ای روی محیط این 
شکل و بدون این‌که قلم را از کاغذ جدا کنیم» آن را رسم کنیم با این شرط‌ها: 
۱( تمامی باره‌خط‌های راست زسم شونلد ؟ 1 از ۳ باره‌خحط راستی دور ۳۹ 

۴ ممکن است باور نکنید؛ ولی در شهر ما دو نفر زندگی می‌کنند که 


هن ۰ آن‌ها را ۸ و 1 می‌نامم. ۸ در روزهای دوسنبه : سه‌شنبه و چهارشنبه: 


و ۲ 


هرگز نمی‌تواند راست بگوید» درحالی که در دیگر روزهای هفته» می‌توان به 
حرف او اعتماد کرد. ولی ۰1۶ در روزهای شنبه: سه‌شنبه و پنجشنبه» دروعغ 
می‌گوید؛ درحالی که در روزهای دیگر هفته قابل اعتماد است و حرف راست 
می‌زند. 

من که این دو نفر را نمی‌شناختم» روزی به آن‌ها برخوردم و از یکی از 
آن‌ها پرسیدم : 

- آقا؛ روزتان به‌حیر» ممکن است بفرمایید افتخار صحبت با چه کسی 
را دارم؟ 

سود نز هستم. 

- ممکن است بفرمایید امروز چه روزی از هفته است؟ 

هم صحبت من پاسخ داد : 

- دیروز یکشنبه بود. 

ولی رفیق او اضافه کرد : 

_ ولی فردا جمعه است. 

من که حیرت کرده بودم؛ رو به رفیق هم‌صحبت خود کردم و گفتم : 

- صبر کن ببینم اطمینان داری که درست می‌گویی ؟ 

و او در پاسخ اس 

- من چهارشنبه‌ها» هميشه راست می‌گويم. 

سپس هر دو نفر؛ مرا در میان تردید و تعجب رها کردند و دور شدند: 
ولی بعد از اندکی اندیشیدن آن‌ها را شناختم و دانستم کدام 4 و کدام ۶ 
است. به‌جز آن فهمیدم؛ در چه روزی از هفته» این گفت و شنود انجام شده 
است. شما هم آزمایش کنید. 

۴ دو عدد ابرابر در اختیار داریم. نصف عدد کوچکتر را از هر دو 
عدد کم کرده‌ايم. یکی از تفاضل‌ها سه برابر دیگری شده است. 


عدد کر حنل بر ابر عد‌د که حکتر ال نت 


۳۹ 


۵ عددی سه رقمی را پیدا کنید که اگر ۷ را از آن کم کنیم بر ۷) اگر 
۸ را از آن کم کنیم بر ۸ و اگر ٩‏ را از آن کم کنیم» بر ٩۰بخش‌پذیر‏ باشد. 


۶ اتومبیلی فاصلهٌ بین دو شهر را به این ترتیب پیمود. تعداد دقیقه‌هایی 
که در بخش اول مسیر صرف کرد برابر با تعداد کیلومترهای بخش باقی‌ماند؛ 
هستتر_ و » تعداد دفیقه‌هایی که دار بخش دوم راه صرف کرد» برایر تعداد 


۷ آیا می‌توانید با استفاده از هر ده رقم ۵ ۰۱ ۰۲ ۰۲ ۰۳ ۰۵ ۰۶ ۷ 
٩ ۸‏ (و از هر کدام تنها یک بار) عرد ٩‏ را به‌دست آورید؟ 


۸ این مساله را «تسین تسه زیر_-شائو»» ریاضی‌دان چینی» که در سده 


دور شهری؛ یک دیوار دایره‌ای شکل کشیده‌اند و دو دروازه» یکی در 
شمال و دیگری در جنوب برای آن؛ در نظر گرفته‌اند. اگر از دروازهٌ شمالی 
از شهر بیرون برویم و به سوی شمال حرکت کنيم بعد از ۳۰۰ گام به 
درختی کهن‌سال می‌رسیم. ولی اگر از دروازهٌ جنوبی بیرون برویم بعد از 
پیمودن ۹۰۰ گام به سوی غرب می‌توانيم همان درخت را ببینیم. فاصلهٌ بین 
دو دروازهٌ شهر» چند گام است؟ 


۶ از حدود ۲۰۰۰ سال پیش» ریاضی‌دانان به مربع‌های وفقی که به 
آن‌ها مربع‌های جادویی هم می‌گویند» علاقه‌مند بوده‌اند. جدولی مربع شکل 
را» وقتی جادویی می‌گویند که» مجموع عددها در خانه‌های هر ردیف افقی 
ان با مجموع عددها در خانه‌های هر ردیف عمودی ان با مجموع عددها در 
خانه‌های هر قطر آن برابر باشند. ولی در این‌جا با یک مربم جادویی از 


۳ 


گونةٌ دیگری سروکار داریم (شکل ۳ را ببینید). 


11 

جرف 9۳۲ 

(3 

ق ناه انا 
ض 


در برخورد اول» به نظر می‌رسد» هیچ نظمی يا فانونی» برای عددهای 
این جدول» وجود ندارد. ولی این جدول. چنان ویژگی جالبی دارد که می‌تواند 
دوشتعان شما را به شگفتی وادارد. 

در آغاز: ۵ سکه کوچک و ۲۰ تکهٌ کوچک کاغذ هرکدام به اندازُ یکی 
از خانه‌های مربع آماده کنید و دوستتان را به تماشا وادارید تا با حشمان 
خود؛ به حادویی بودك مربع ؛ اعتقاد بیدا کند. 

از دوستتان بخواهید» یکی از عددهای جدول را به دلخواه» در نظر 
بگیرد. سکه‌ای را روی این عدد بگذارید و بعد؛ روی همه عددهای وافع در 
ردیف‌های افقی و عمودی همان خانه‌ای که روی عدد آن را سکه گذاشته‌اید» 
با تکه کاغذهای خود بیوشانید. سپس؛ از دوستتان بخواهید» یکی یگ یگ از 
عددهایی را که دیده می‌شوند نام ببرد. و شما دوباره» روی این عدد» یک 
سکه بگذارید و با تکه کاغذها روی عددهایی را که در همان سطر و همان 
ستون واقع‌اند» بپوشانید. این عمل را دو بار دیگر تکرار کنید که در این 
صورت. تنها یکی از خانه‌های جدول بافی می‌ماند که روی آن؛ بوشیده نشده 
است : سکه پنجم خود را» روی همین خانه فرار دهید. 

اکنون؛ پنج سکه را بردارید و عددهای واقع در زیر آن‌ها را با جمم 
کنید. این مجموع برابر ۵۷ خواهد شد. و اين؛ تصادفی نیست؟! سما 
می‌توانستید از آغاز» بیش‌بینی کنید که دوست شماء به هر ترتیبی عددهای 


۳۳ 


خود را (در چهار نوبت) انتخاب کند» مجموع عددهای وافع در زیر سکه‌ها؛ 
برابر ۵۷ می‌شود. 

درست است که دوست شما می‌تواند چهار خانه را هر طور که بخواهد 
انتخاب کند» ولی عددهای خانه‌های جدول» به گونه‌ای در نظر گرفته شده‌اند 
که مجموع عددهای واقع در پنج خانه ناگزیر برابر ۵۷ خواهد شد. 

دربار؟ ویژگی عجیب این جدول بینديشید. آیا می‌توانید» راز آن را برملا 
کنیل ؟ 


۱ مجموع زقم‌های یک عدد دو رقمی برابر ۸ است: اگر جای رفم‌های 
عدد راعوض کنیم. به اندازة ۱۸ واحد بزرگتر می‌شود. عدد را بیدا کنید. 

۱ محلولی دارای ۳۰ اسید ازتیک خالص است و محلول دیگری 
۵ اسید ازتیک خالص دارد. از هرکدام چند لیتر انتخاب کنیم تا از تخلرط 
آن‌ها؛ ۰ لیتر اشید ازتیک 2۵*۰ به دست آوزرید؟ 

۲ کارگر:: کاری را در 17 ساعت و کارگر دیگری؛ همان کار را در 
7 ساعت انجام می‌دهد. اگر دو کارگر با هم کار کنند» کار در جند ساعت 
تمام می‌شود؟ 

۳ و کارخاله باید طبق.برنامه» روی مء ۳۶۰ قطمه از یک وینیله 
را در هر ماه بسازند. کارخانه اول؛ ۲ و کارخانه دوم» »۸۱۱ برنامه را 
انجام داد و؛ درانتیجه دو کارخانه روی هم ماهی ۲۰۰ قطعه تولید کردند. 
هریک از دو کارخانه؛. چند قطعه بیش از برنامه» در هر ماه تولید کرده است. 


۴ . مقدار عددی این عبارت‌ها را بیدا کنید : 


۱ ۱ 
۳/۵/: ]+۳۵ - ۸-۷۲۸ (۱ 
۴/۶۸۷۵ ره ۱۲ رو ۵۱۵۵۵ ره س< ٩‏ (۲ 


۳ 


و۴ نت 


۵ این دستگاه‌ها را به یاری نمودار» حل کنید : 


۶ هد ۲ ۳۳ ۱ ۳ ۱ ده لا 2۲ ۱ 
۵ ند ۲۵ بل نز ۴ 7و۱ سیب ۱ 


۴ مختصات نقطه‌های برخورد دو نمودار را (بدون رسم نمودارها) 


بیدا کنید : 
۲۲ 
۲ ه لا عه ۷ (۱ 
3 
۸ 
۶ << + ۴۳ 2( (۲ 
۷ 


۱۷ . ندون سم نم‌دارها بگویید؛ در شر مو زد ه نمودارها) سجیه 
شباهت‌هایی و چه اختلاف‌هایی با هم دارند : 


۳9-8 هت دا بت و 
 < 2 : 1 < ۲۸ + ۱ 2 7 6‏ (۱ 
7 - ۷ | 


وت << ول و لاد 
)1 


1 [۱ 
۲- ا < ۲ درا ۲ ۲ ع بو انعر (۳ 


۸ به کمک نمودار ":  <‏ این معادله‌ها را حل کنید و ریشه‌های 


ات‌ها را با دق تا 8۱ تیب بهادستت آو یل 
9 ۵ - ود این (۲ 9 از بت( 


9 فیمت پارچه‌ای که متری ۱۶۰۰ ریال بود» جند درصد ارزان‌تر شد. 


۲ ۵ 


و به متری ٩۰۰‏ ریال رسید. قیمت پارچه» هربار» چند درصد. ارزان‌تر شده 
است؟ 

۰ دو دایره از بیرون بر یکدیگر مماس‌اند. فاصلهٌ بین دو مرکز دایره‌ها 
برابر ۱۴ سانتی‌متر و مجموع مساحت‌های آن‌ها؛ برابر (۱۳۰7) سانتی‌متر 
مربع است. شعاع هر دایره را محاسبه کنید. 

۱ قایق موتوری تصمیم داشت فاصله ۷۲ کیلومتری را با سرعت 
معینی بپیماید. ولی نیمی از راه را با سرعت ساعتی ۳ کیلومتر کمتر از آن 
و نیم دوم مسیر را با سرعت ساعتی ۳ کیلومتر بیشتر از آن حرکت کرد و ۵ 
ساعت در راه بود. نسبت به فرار خود؛ چند دقیقه تأخیر می‌کند؟ 

۲ جهان‌گرد ۶۲/۵ از ۱۶۰ کیلومتر را با اتومبیل و بقیه راه را 
با قایق موتوری پیمود. سرعت فایق موتوری ۲۰ کیلومتر در ساعت کمتر از 
سرعت اتومبیل است؛ مدت زمانی که جهان‌گرد در اتومبیل بود» ۱۵ دقیقه 
بیش از مدت زمانی بود که با قایق حرکت می‌کرد. سرعت اتومبیل و سرعت 
قایق را بیدا کنید. 

۳ وقتی راننده» یمی از راه را در یک ساعت یمود به سرعت خود 
ساعتی ۱۵ کیلومتر افزود و بقیه راه را در ۳۵ دقیقه به پایان رسانید. سرعنت 
اتومبیل در نیمه نخست راه» چقدر بوده است؟ 

۴ این دستگاه‌ها را حل کنید : 


بقتضا و < له + ها 
۵ 4 )۲ 1 ۱ 
۱ -- بآ < << لنا - 63 


ار ۵ ۷۳ 
۶ - م7 + ۲ 
حد ۱ + لب 


 .*‏ الف) از بین یک گروه ۵ نفری» به چند طریق می‌توان ۲ نفر را؛ 
برای انجام کاری انتخاب کرد؟ 


۳۶ 


ب) از یک گروه ۶ نفری به چند طریق می‌توان ۳ نفر را» برای انجام 
یک کار» انتخاب کرد؟ 

۷ شش نفر به تصادف به هم رسیده‌اند. ثابت کنید» دست‌کم دو 
گروه سه نفری (که می‌توانند در یک یا دو عضو مشترک باشند) می‌توان در 
بین آن‌ها پیدا کرد به نحوی که در هر گروه؛ یا هر سه نفر یکدیگر را بشناسند 
و یا هیچ دو نفری با هم آشنا نباشند. 

۷ حاصل ۱(۳ + 5) را به‌دست آورید. چگونه می‌توان به یاری آن‌چه 
به دست آورده‌اید» حاصل (۱ - 7) را نوشت؟ 

۸ ادله خط راستی را به ما داده‌اند» به نحوی که ضریب‌ها» 
برحسب پارامتر ۵ مشخص شده‌اند و بنابراین» مُعرف بی‌نهایت خط راست 
است (برای هر عدد حقیقی ۰6 یک خط راست به دست می‌اید). آیا» در هر 
حال. این خط‌های راست از یک نقطهٌ ثابت می‌گذرند؟ 

الف) سه‌جمله‌ای ۱۱ +۶ - 3 را نمی‌توان به صورث ضرب 
دو عامل درجه اول (با ضریب‌های حقیقی) تجزیه کرد. آیا؛ ات وضع به 
معنای آن است که این سه جمله‌ای» وقتی 2 عددی طبیعی باشد» عددی 
اول است؟ 

ب‌( ۵ + ۰2 در تقسیم بر ۳ 1 ۰ دارای باقی‌مانده است» یعنی ۵ ۳ 2 
بر ۳ + 2 بخش‌پذیر نیست. آیا» این وضع به معنای آن است که؛ بافرض 
۰7 هرگز ۵ + 5 بر ۳ 2-۲ بخش‌پذیر نیست؟ 


عدد طبیعی 771 چگونه باشد تا عبارت 


پر عبارت "2 - 1 - "2 - (2 + ۷ + 2) بخش‌پذیر باشد؟ 


۱ تشثابت کنید» همه نمودارهای سهمی‌هایی که با معادلهٌ عمومی 
۲ - ۱(2 - ۵) + او«  <‏ 


۳۷ 


داده شده‌اند» از دو نقطه ثابت می‌گذرند. مختصات این دو نقطه ثابت را بیدا 


۲ معادله دو خط راست داده شده است: 
و ح< ٩‏ -( + ۲ و ه اد ۳ +(  -‏ 


بدون این‌که مختصات نقطه برخورد نمودارهای این دو خط راست را پیدا کنید 

الف) معادله خط راستی را بنویسید که از نقطه (ه ,۸-۲ و نقطه 
برخورد این دو خط راست بگذرد. 

ب) معادله خط راستی را بنویسید که از نقطه برخورد اين در خط راست 
بگذرد و بر خط راست ۰ < ۳۷ + :۲ عمود باشد. 

۳ کدام بزرگترند» ۸ يا ؛ به شرطی که 


۰ + ۷۷ + ۷۵ + ۷/۳ +۷۱ < ۸ 
۱ ۱ ۱ 
۰ +۷۸ + ۷۶ + ۷/۲ + ۷/۲ << ] 
ف 5 عددهای طبیعی () و ۲ از و ۵ ۱ کوچکترند و می‌دانیم : 
رز از 


در سمت جچب هریک از عددهای و 41 رقم ۸ را فرار می‌دهیم ۴۲ 
عذدهای جدید را ۰6 0 و 6 می‌ناميم. اگر داشته باشیم : 


۲ ۲ ۳۲ 
عم < ۵ 6 


عددهای ۰ ) و ۲ و رقم ۸ را پیدا کنید. 
۵ تابت کند غدد۱ ۲۳۷ بر عدد ۱+ ۲۲۰۲۲۳۲ بخش پذیر 


ات 


۳۸ 


۶ دو نقطه ۸ و 7 به فاصلة ۸ سانتی‌متر از یکدیگر واقم‌اند. روی 
صفحه‌ای که از نقطه‌های 4 و 3 گذشته است؛ دو خط راست موازی با هم 
رسم کنید که یکی از آن‌ها از ۸ و دیگری از 7 گذشته باشد و فاصلهة آن‌ها 
از یکدیگر برابر ۲ سانتی‌متر باشد. 

۷ به کمک دستگاه محورهای مختصات. ثابت کنید: 

الف) اگر در یک چهارضلعی غیر مشخص. نقطه‌های وسط چهار ضلم 
را به هم وصل کنیم» یک متوازی‌الاضلاع به دست می‌آید. 

ب) از برخورد نیمسازهای زاویه‌های داخلی هر مستطیل» یک مربم بدید 
می‌آید. 

ثابث کنید.۱ :+ ۲۳ پر ۶۴۱ بخش‌پذیر است: 


۹ این عبارت را؛ برحسب توان‌های نزولی ۱ + ۲۸ منظم کنید: 


۱ سل و۱ سس ۴ ِ_ ۳۴ -_ ۱۶۳ ۳ 


۳۹ 


۱ انتقال محورهای مختصات و ۳ کردن 
محور تقارن و مرکز تقارن یک نمودار 
۳ . انتقال محورها 
۱ مفهوم انتقال خط راست. در ریاضیات» وقتی از انتقال یک خحط 
راست صحبت می‌شود؛ منظور جابه‌جا کردن این خط راست است؛ به بحوی 
که با امتداد نخستین خود موازی باشد : هرگاه» حط راستی را موازی با خودس 
جابه‌جا کنیم» گوییم آن را اقال داد‌یم 
به همین ترتیب» انتقال یک زاویه يا یک شکل هندسی. به معنای جابه‌جا 
کردن زاویه يا شکل در صفحه است؛ به شرطی که هر ضلع زاویه و یا هر 
عنصر خطی شکل هندسی» موازی با خودش جابه‌جا شده باشد. 


در شکا ۲ زاو به بش از انتقال زاو یه ۲۳ و مثلث )9 ۸ از انتقال 
مثلث )9 ۸ یه دست آنده اتنتا: 


۳ 


شکار ۵ 


اس 


۲ انتقال محورهای مختصات. ضمن انتقال محورهای مختصات. مبداء 
جابه‌جا می‌شود و محورها موازی و هم جهت با حالت نخستین خود خواهند 
ار 

در شکل ۰۵ دستگاه محورهای مختصات. را انتقال داده‌ایم» به نحوی 
که مبداء 0. به‌جای تازهُ خود 0 با مختصات (/,0۵) رفته است» یعنی 
محور 2" به اندازة 7 و محور 1 به اندازه ۰ و موازی امتداد نخستین 
خود جابه‌جا شده‌اند و دستگاه محورهای مختصات 0۷ به وضم تازه فت 
1 درآمده است؛ به نحوی که مختصات نقطهٌ 0 (مبداء تازه) نست به 
دستگاه 0۷ برابر (6:0) است. 

شکل ۰۵ به روشنی نشان می‌دهد که چگونه می‌توان مختصات تازهُ نقطهٌ 
1 یعنی ( 1 ,۸) را بر حسب مختصات نخستین آن (2,۷) پیدا کرد : 


)۱ رت لمحت ار 


ویا» اگر مختصات نقطه ۷ در دستگاه 0 را بر حسب مختصات آن در 


۳۱ 


دستگاه "[ 0 بخواهیم: 
(۲ 83 د اعد لا 6( < #۲ 


یادداشت. در شکل ۰۵ جابه‌جایی محورهای مختصات راء به صورت 
ویژه‌ای نشان داده‌ايم (مختصات مبداء تازه یعنی (,0) را مثبت گرفته‌ایم). 
خودتان چند شکل دیگر رسم کنید و انتقال محورهای مختصات راء به 
صورت‌های دیگری انجام دهید و» روشن کنید» در هر حالت؛ دستورهای 
(4۷ + (۲) فرست‌اند. 

مخال ۱. نقطه‌های (۳-,۱-)1,: (۱-,3)۳] و (۲)۵,۴) داده 
شده‌اند. محورهای مختصات را موازی با خود جابه‌جا کرده‌ايم تا نقطه 0 
میداء تازه» در نقطه بر خورد میانه‌های مثلث )۸13 قرار گیرد. مختصات 
راس‌های مثلث را در دستگاه تازة محورهای مختصات ( ۱ ) بیدا کنید. 

حل. میانه‌های مثلث در نقطه‌ای که یکدیگر را قطع می‌کنند» هر میانه 
به نسبت ۱ : ۲ تقسیم می‌کنند. 

اگر ۳):) یکی از میانه‌های مثلث و 11 نقطة برخورد میانه‌ها باشد 
(شکل ۶). آن وقت (")/۲|۸ -- |/1)/؛ یعنی اگر وسط باره‌خط راست 
۷ را ۲ بنامیم. داریم: 


ا ۲ص ار | عه ۳۱ ۴ 


۳ 


پر عاس ۲۵۵ | 
م7 ۲ رنه < م ۲ 


که اگر دو برابر برابری اول را با برابری دوم جمع کنیم؛ به دست می‌آید : 


۷ . م۱2 1 


ی 
همین ترتیب عرض نقطه ۷7 به دست می‌آید : 


لا لا 
اس ۳ دا 


۱ ۷ 
مبداء مختصات. به نقطه 2 ۳۲ 1 منتقل شده است. در برابری‌های (۱) 


۷ ۲ 
داریم: ج < » و » < /. مختصات تازهٌ راس‌های مثلث با توجه به 


دستورهای )۱( به دست می‌آید (خودتان محاسبه از 
۱ ۱ ۱ 1" تال از 

پاسخ. (۷- رد ) ۸ (۱- ( 7 و (2۲) 8 

متال ۲۳ . ممعادله یک‌سهمی ‏ در دست‌گاه محورهای مختصات لا :1 به 
صورت ۵ - است. اگر دستگاه محورها را طوری انتقال دهیم که ملداء 
تازه. در نقطه (۲ ,۳-)0 قرار گیرد» معادلة تاز؛ این نمودار را بیدا کنید. 

حل. اگر مختصات نقطه‌ای از نمودار را در دستگاه نخستین با (۷,:) 
را به ما مي‌دهند ؛ در ضمن ‏ نس < 6۲ و ۲ نسح ال استنی: بتابراین » ار در معادله 
کج و 3۷ وا ۲ تم زر و 7 را به ۲ + 1 تبدیل کنیم. معادلهٌ جدید 


نمودار بیدا می شود . 
۲ ۴ َ, ۲ 
ل اه | ۱ با ۳ اه 32 


۳۳ 


پاسخ. و ۱ 


۳۵ ۰ محو رهای تقار د 

۱ محور تقارن یک شکل در روی صفحه. به شکل ۷ توجه کنید. خط 
راست "7 چنان است که اگر از نقطه‌ای مثل 7 واقع بر آن؛ خحط راستی 
عمود بر آن رسم کنیم و این عمود» شکل ما را در دو نقطة ۸۷ و ۸۷ فطع 
کند و بدانیم پاره‌حط‌های راست 2 ۱ر و ۷ طول‌هایی برابر دارند» آن وقت 
خط راست 73 را محور تقارن شکل گویند. به زبان دیگر اگر صفحهٌ کاغذ 
را روی خط راست "7 تا کنیم دو نيمه بالا و پایین شکل, به طور کامل 
روی هم قرار می‌گیرند. 

به عنوان نمونه» امتداد ارتفاع وارد بر قاعده؛ در مثلث متساوی‌السافین 
محور تقارن مثلث است (بگویید چرا؟). 

تعریف دیگری برای محور تقارن یک شکل : خط راست "3 را محور 
تقارن شکل 7 گوبیم وقتی که اگر از نقطهٌ دلخواه 17 واقم بر شکل کر 
عمود ۴ ۷ را بر : رسم کنیم و امتداد دهیم تا "] را در نقطهٌ دوم ۸۷ 
قطم کند» آن وقت داشته باشیم : |۳۷| < ۱ظ ۰۱۸۷ 


۳۴ 


شکل ۸ 


1 محر تقارن نموداری استنت که,بوروی فستگاه محورهای مختصات رسم 
شده است. با توجه به تعریف محور تقارن و با توجه به شکل ۸-الف 
اگر نقطه‌های ۸ و ۰۷ که بر نمودار واقع‌اند. عرض‌هایی برابر داشته 
باشند ( لا << ,رلا) آن وقت باید طول‌هایی قرینهُ یکدیگر داشته باشتد 
زاس ی :بخ ونان ساتنتر: مخور وهان سخیر تون بکنه انسوزذار 
است. که : اگر در معادله نمودار؛ 3 را به ۲-<- تبدیل تیم مقدار لا تغسر 

عکس این حکم هم درست است: اگر در معادلة یک نمودار» با تبدیل 
3 به :-) تغییری در معادله بدید نیامد؛ به معنای آن است که محور عرضص 
( )۰ محور تقارن نمودار این معادله است. 

معادلةٌ "7 - ۳ < و با تبدیل # به -- تغییر نمی‌کند بنابراین محور 
محور تقارن نمودار ۳ تب ۲ اد از اسیت. می‌گویيم : 

نمودار تس ۳ < ۰1 نسبت به محور عرض‌ها متقارل است ؛ يا محور 
عرض‌ها محور تقارن نمودار ۳ ۲ << ٩(‏ است: 

یادداشت. خط راست موازی با محور ۳ (یعنی عمود بر ۳۳1( مکی 
است نمودار را در ۰۲ ۲ یا به طور کلی ۲۱ نقطه قطع کند. در این صورت 


وقتی محور 1۷ محور تقارن نمودار است که این نقطه‌ها دو به دو» نسبت 


۳ ۵ 


به محور عرض‌ها قرینهٌ یکدیگر باشند. 

در حالتی که خحط راست موازی محور ۲ نمودار معادله را دز 1 ۱ 
یا به طور کلی ۱ + ۲ نقطه ( 6 ۲7) قطم کند» به شرطی محور ۷ 
محر تقارن نمودار معادله است که یکی از نقطه‌های بر حورد روی محور 
عرض‌ها و بقیه نسبت به محور عرض دو به دو قرينة یکدیگر باشند. 

متال ۳. این معادله را در نظر می‌گیریم: 

۷ < 2 - ۵2 ۴ 

نمودار این معادله» نسبت به محور 1 متقارن است» زیرا معادلهٌ آن؛ با 
تبدیل به - تغییر نمی‌کند. نمودار را در شکل ٩‏ داده‌ایم. 


از بر حو رد ۱۳۳4 راست ۴۵ ح ۷ (که با محر ر 92 موازی است) با 
نمودار» دو نقطه به دست می‌اید : 


۳ ۴ 
0 7 ۸ 9ص تسس 
۵ سح ۳ نوت بو + نات ۰ ۱ 


۱/۸ << ۵ 


۳۶ 


از آن‌جاء برای "۰ دو جواب ٩‏ و ۴- به دست می‌آید. از معادلة 
۲- ع 2۲ جواپی حقیقی پیدانمی‌شود؛ ولی ٩‏ 2۲ منجر به دو جواب 
۳ < 7 و ۳- < 7 می‌شود و ۳ و ۳- فرينة یکدیگرند. 

از برخورد خط راست ۴ < ل با نمودار ماء سه نقطه با طول‌های ه 
و ۷۵+ به دست می‌آید که نقطةٌ به طول » روی محور عرض‌ها (محور 
تقارن) است و دو نقطٌ دیگر طول‌هایی قرینة هم دارند. 

از برخورد خط راست ۰ < ۷ (محور 7) با نمودار ما» جهار نقطه 
به طول‌های ۱ و ۲ به دست می‌آیند که هم ای اد سم اد و 
۲- قرینه یکدیگرند. 

۳ تقارن نسبت به محور طول‌ها. در این‌جا نیازی به توضیح اضافی 
نداریم. باید همان توضیح قبلی را با عوض کردن نقش ‏ و / با یکدیگر 
تکرار کنیم (شکل ۸-ب) 

اگر معادله‌ای: با تبدیل ‏ به (- تغییر نکند» محور ۰278 محور تقارن 
نمودار آن است. 

نمودار هریک از معادله‌های ۱۲ ۲ و ۷+۱ 05 < ۰3 محور تقارنی 
دارد که بر محور :۲ منطبق است. 

یادداشت. اگر عبارتی جبری یا مثلثاتی چنان باشد که با تبدیل یکی از 
مجهول‌های خود به فرینه‌اش» تغییر نکند» گویند این عبارت نسبت به این 
مجهول زوج است. مثلاً عبارت‌های 


۲ ۲ ۴ 
0 سب ۲ با ی ۷ لد و - ۲۲ 


نسب به ۰:۲ عبارت‌هایی زوح هستند. به این ترئیب: اگر معادله یک نمودار؛ 
اگر معادلة یک نمودار» نسبت به 7 زوج باشد» محور 3 محور تقارن آن 


ان 


۳۷ 


ممکن است معادله‌ای مثل ۱ ۲ + ۲ يا ۵ < ۳۲-۲۲ هم 
نسبت به 7 و هم نسبت به ل زوج باشدء در اين صورت. هر دو محور ‏ 7 
و 2 محورهای تقارن نمودارهای این معادله‌ها هستند. 

۴ وفقتی محور تقارن موازی محور عرض‌ها باشد. اگر خط راست 
< 2 را که موازی محور 1 است موازی با خود جابه‌جا کنیم تا مبداء تازه بر 
نقطة (۰ ,0)6 قرار گیرد؛ باید معادله تازهُ نمودار جنان باشد که با تبدیل ‏ 
به 2 تغییر نکند. 

مثالی ۴. ابت کنید نمودار معادله : 


۴2۲ س و عد ن 


محور تقارنی موازی با محور 1۳9 دارد. معادلهُ این محور تقارن را پیدا کنید. 
حل. معادلهٌ محور تقارن را » < 7 می‌گيريم و مبداء مختصات را؛ 
به نقطهُ (۰ .06 منتقل می‌کنيم» باید معادله تازه‌ای که برای نمودار به دست 
می‌آید؛ نسبت به :2 زوج باشد» بعنی با تبدیل 5 به - تغیبر نکند. 
برابری‌های مربوط به انتقال محورها را مورد استفاده فرار می‌دهیم. اگر 
معادلة تا نمودار را با 2۷ و نشان دهیم» باید داشته باشیم: 


عه دیع کر ۳ 


که اگر در معادلةٌ مورد نظر قرار دهيی معادله تازُ نمودار به دست می‌آید : 


۱+( + )۴ - (۵ + ۸) < ۲ 
۸ بل ۴۳۸ - لد ۲۱۶ )۲ اد ی تت 


۳ با تبدیل ۷ به ۷ تغییر نمی‌کند؛ ۱ + ۴۸ - *» هم مقداری ثابت 
است (و به طور طبیعی با تبدیل ۲ به ۲- بدون تغییر می‌ماند.) ولی 


۳۸ 


جملة ۲[2۷- ۲)۵ با تبدیل آرببه لد تفیر می‌کند و به وین خود تبفیل 
می شود. بتابراین ) اگر بحرآهیم عبارت : 
ات۳ ننه اب + ر(۲ - )۲ نم ۰ 
تج هه بر زوح باشد؛ باید جملة ۴ 6 )۲ را نداشته باشد» یعنی 
ضریب ۲ در آن؛ برابر صفر شود: 
۲ ت00 و و هم ها | بج۲۵ 


خحط راست ۲ - ۲ میحرر تقارن نمودار معادله مساله ماست. 

۵ مرکز تقارن. در هندسه. نقطه‌ای را مرکز تقارن یک شکل گویند 
که اگر خط راستی از اين نقطه بگنرانيم تا شکل را در دو نقطه فطم کند 
این نقطه وسط باره‌خط راستی باشد که دو نقطه برخورد را به هم وصل کرده 
است. مثلاً مرکز دایره» مرکز تقارن آن است و یا؛ مرکز شش ضلعی منتظم 
(نقطهٌ برخورد سه قطر بزرگ آن) مرکز تقارن آن است. 

برای مرکز تقارن می‌توان گفت: هر خط راستی که از مرکز تقارن عبور 
کند و شکل را در دو نقطهُ 4 و 19 قطع کند؛ مرکز تقارن در وسط پاره‌حط 
راضتت تام قرار فی‌گیرد. 

۶ مرکز تقارت در دستگاه محورهای مختصات. در شکل ۱۰ (الف و 
ب)۰ مبداء مختصات مرکز تقارن شکل است. به یاری شکل‌ها به سادگی 
روشن می‌شود : 

وقتی مبداء مختصات مرکز تقارن یک نمودار است که » در معادله نمودار ؛ 
با تبدیل 8 به ۰-3 لا به 1 تبدیل می‌شود و برعکس. 

و یا به زبان دیگر : 

هرگاه مبداء مختصات. مرکز تقارن منحنی باشد: اگر در معادلة منحنی 
3 را به - و [ را به (- تبدیل کنیم» همان معادلهُ قبلی به دست می‌آید و 


برعکس ۰ 


۳۹ 


یادداشت ۱. وقتی در یک عبارت با تبدیل مجهول به فرینه خود» عبارت 


اصلی هم به قرینه خود تبدیل شود؛ گویند این عبارت نسبت به مجهول خود؛ 
فرد است. عبارت‌های 
| 4 ۹ 


۳ ۱ 
۲۵ -  511( 27 - 2 
2 


نسیت به 7 فرد هستند ؛ و این به معنای آن است که نمودارهای مربوط به : 


۳ 0 


- 7 510 < لا < ۷ ,2 - تن < لا 


نسبت به مبداء مختصات, متقارد‌اند. 
یادداشت ۲. مرکز تقارن یک شکل می‌تواند نقطه‌ای وافع بر شکل و یا 
نقطه‌ای واقع در بیرون شکل باشد. در شکل ۱۰-الف مبدا مختصات (که 
مرکز تقارن منحنی است) نقطه‌ای از خود منحنی است» در حالی که در شکل 
۰ب (بیضی) مرکز تقارن» در بیرون منحنی است. 
مثال ها. ثابت کنید» نمودار معادله 
۱ + ۲ 
1 سد2 


دارای یک مرکز تقارن است. مختصات این مرکز تقارن را بیدا کنید. 


۴9 


حل. مرکز تقارن منحنی را (0 ,)تن می‌ناميم. اگر مبداء مختصات راء 
به نقطه ده منتقل کنیم» برای منحنی» باید به معادله‌ای برسیم که نسبت به ‏ 
فرد باشد. یعنی با تبدیل 2 به :2 و لا به (1-- »تغییر نکند. 
اگر مختصات نقطه‌های منحنی را در دستگاه تازهٌ محورهای مختصات 
با ( ( ,۸) نشان دهیم بنابر برابری‌های مربوط به انتقال محورهاء باید 
داشته باشیم : 
1 < ,0 + ۸ < » 


بنابراین» معادله منحنی؛ در دستگاه تازه» چنین می‌شود : 


۸ ) ع- ار 4 
۸ مت ای 1 
و < (۱ - 0 - 6 -00) + ۱(۲-) + ۱(۷-) 4 ۸۲ ج 


در اين معادله اگر ۸ به ۲- و به ۲ تبدیل شوده جمله‌های : 
(۱ - و - 6 - )۸۲ 

تغییر نمی‌کنند» ولی جمله‌های : 
۱(۷- ۵) ,۱(2 - ) 


تغییر علامت می‌دهند. بنابراین» برای این‌که معادله بی تغییر بماند» باید داشته 
باسیم 


هو حت ۱ - و 
۱ -- 6 


۱ 


یعنی » مرکز تقارن منحنی مفروضء در نقطهُ (۱ ,۱)نب است و معادله منحنی 

٩: ِ‏ 
دسست به دستگاهی که مبداء ان در نقطه نبا باشل به صورت 51 و ۳ 
درمی‌آید که با تبدیل ۷ به ۷.- و لبه ۲ تغییر نمی‌کند. 


۳۱ 


" 


#پوگراف سته‌پانوویچ فه‌دوروف ۱٩۹۱۹-۱۸۵۳(‏ میلادی) هندسه‌دان و 
بلورشناس» از سال‌های جوانی روی گونه‌های مختلف بلورها کار می‌کرد. 
او در سال‌های از ۱۸۸۵ تا ۱۸۹۰ تمام تلاش خود را روی این مساله 
متمرکز کرد. کار را روی شکل‌های فضایی و بدون توجه به بلورها و اتم‌ها 
و مولکول‌ها انجام می‌داد» یعنی یک کار خالص هندسی. او می‌خواست 
بداند» جسم‌های متفارن هندسی» چند گونه‌اند! و» سرانجام؛ در سال ۱۸۹۰ 
میلادی مقاله خود را با عنوان «تقارن دستگاه‌های منتظم» منتشر کرد که» در 
آن؛ نتیجه گرفته بود که تعداد همه جسم‌های متفارن هندسی» در کل دستگاه 
جسم‌های هندسی» ۲۳۰ گونه‌اند ... و در واقع تعداد گونه‌های مختلف 
بلورها هم پرایر ۲۳۰ است. 

این نتیجه‌گیری جالب» نه‌تنها مسالةُ دشواری از هندسه را حل کرد و راه 
را برای حل مساله‌های دیگری گشود؛ به روشنی نشان داد که حگونه می‌توان 
از یک پژوهش خالص ریاضی,» نتیجه‌ای کاربردی به دست آورد. 

واژه تقارن» ترجمه‌ای از وازهُ یونانی 51011160110) به معناأی هم‌خوانی 
و توازن است و هم در جبر (برای عبارت‌های متقارن) و هم در هندسه (برای 
شکل‌های متقارن) به کار می‌رود. 

طبیعت پر از تقارن است و به همین دلیل؛ مفهوم و ویژگی‌های 
تقارن» در بسیاری از دانش‌ها (هنرهای گوناگون؛ کیاه‌شناسی» زیست‌شناضی» 
بلورشناسی» شیمی, فیزیک و به‌ویژه ساختمان مولکولی و غیره) کاربرد دارد. 

افلاطون» فیلسوف باستانی یونان» تقارن را با زیبایی یکی می‌دانست. او 
بود که» پرای نخستین بار؛ چندوجهی‌های منتظم را که مکعب ساده‌ترین آن‌ها 
است و دارای ۶ محور تقارن» یک مرکز تقارن و ۳ صفحه تقارن است پیدا 
و آن‌ها را نام‌گذاری کرد. افلاطون. دایره را زیباترین شکل در روی صفحه و 
کره را زیباترین شکل در فضا می‌دانست» زیرا این‌ها» متقارن‌ترین شکل‌های 


و 


هندسی‌اند. 
ویژگی‌های آن‌ها را به دست آورد. 


تمرین‌ها 

۶۰ کدامیک از این شکل‌های هندسی دارای محور یا مرکز تقارن 
اشت: : 

۱) مثلث متساوی‌الساقین؛ ۲) مثلث متساوی‌الاضلاع؛ ۳) پاره‌خط 
راست؛ 4۴ خط راست؛ ۵) نیم‌خط راست؛ ۶) مثلث فائم‌الزاویه؛ ۷) 
مستطیل؛ ۸) لوزی؛ )٩‏ مربع ؛ ۰) ذوزنقه متساوی‌السافین؛ ۱۱) دایره ؛ 
۲) نشانه بی‌نهایت (50). 

۱ ثابت کنید» اگر شکلی دارای دو محور تقارن عمود بر هم باشد؛ 
نقطه برخورد این دو عمود» مرکز تقارن شکل است. 

ایا عکس این حکم درست است؟ یعنی» اگر یک شکل دارای مرکز 
نقارن باشد. دارای دو محور تقارن عمود بر هم است؟ 

۲ روشن کنید» نمودار کدامیک از این معادله‌ها محور تقارنی موازی 


۱ 
| + آه <(۳ یسب <و(۲ :۱+ 9+ و ع و ( 


۱ سل 
(۱ 4 )۴ +۲۱ + | + "هه رز (۴ 
۳ مختصات مرکز تقارن را (اگر وجود دارد)؛ در نمودار هر یک از 
معادله‌های زیر بیدا کنید : 
مس ۳۱ تا یوب زو (۲ ۱ 1 (۱ 
اد ۳:9( (۶ 


۳۳ 


۹ موز تقارن نمودار معادله 
۸۷ ۳۱-۶ - | + و  <-‏ 


۳ ۳ و » سیس » نمودار ر رسم کنیك. 
مجموعه نقطه‌هایی از صفحه محورهای مختصات را بیدا کنید 
که مختصات آن‌هاء در معادلهةٌ زیر صدق کنند : 


| + ۲۱ - ۳| < |۲ - |: -۱ 


۴۴ 


با عددهای گویا و عددهای گنگ آشنا هستید (به عنوان نمونه» صفحه‌های 
۵ + ۱۴۸ را در جلد اول «ریاضیات محاسبه‌ای» ببینید). ضمن مثال‌ها و 
تمرین‌ها» با عبارت‌های کویا و عبارت‌های کنگ کار کرده‌اید. با وجود این 
در این‌جا؛ برخی ویژگی‌های عبارت‌های گویا را به باد می‌آوریم و » سپس ؛ 
به شیوُ عمل با عددهای و عبارت‌های گنگ مي‌پردازيم. 


۱ ۰ ۳ ۱ ۳ 
5 برخی ویژگی‌های عبارت‌های گویا 
ضمن ساده کردن عبارت‌ها یا برابری‌ها. اشتباه نکنید. وقتی می‌خواهیذ 
عبارتی را ساده کنید. یا درستی اتحادی را ثابت کنید و يا معادله‌ای را حل 
کنید» به فانون‌های عمل توجه داشته باشید و مراقب باشید عمل اشتباهی را 
۱) مواظب عدد صفر باشید. به این چند مثال توجه کند. 
مخال ۰.۱ » و و را دو عدد مختلف فرض می‌کنيم. روشن است؛ برای 


هر دو عدد دلخواه » و زا می‌توال نوشت : 
۲ 


( هت وا وت ام 


۳۵ 


این یک برابری روشن است که می‌توان آن را اين‌طور نوشت : 
( - 9/9 < (0 - 0 چد 0 - 9 < آه - آ 


0 - 6 با 9 - ۵ برابر است: سمت چپ برابری را بر 6 - ۵ و سمت راست 


آن را بر ] - 0 تقسیم می‌کنيم» به برابری 


)» -<- 


می‌رسیم ؛ یعنی هر دو عدد دلخواه 4 و ۵ با هم برابرند. 

این نتيجة نادرست. از این عمل اشتباه به دست آمد که دو طرف برابری 
را بر صفر ( - » یا 6 - 0) تقسیم کردیم : 

تقسیم بر صفر مجاز نیست ؛ تقسیم بر صفر معنا ندارد. 

در تقسیم عدد » بر عدد 0 یعنی در سر ۰7 هرجه ۵ کو جکتر باشد» 
خارج قسمت بزرگتر می‌شود : 


7 / 
م۵ ات بت ۱ مها ن :۱ج ر 
/ / 


04 1 
۵ بچت ۸ج مدع اد سب تسه زا عه ۲ 


وقتی 0 به صفر نزدیک شود خارج قسمت بسیار بزرگ می‌شود. در ریاضیات 


۱ ۱ اق 


می‌رود. برای بی‌نهایت؛ علامتی هم وجود دارد: 00. ولی بی‌نهایت» یک 
عدد سست که بتوان ؛ مثل عددهای معمولی با آن عمل گر بی‌نهایت » یک 
مفهوم است؛ بی‌نهایت؛ یعنی بزرگتر از هر عددی که می‌توانید تصور کنید. 
اگر * را بی‌نهایت فرض کنید» ۲2 يا 7 يا "۳ 7 يا حتا *2 را هم بی‌نهایت 
می‌نامید. ولی؛ منطق حکم می‌کند که 7 و :۲ و "۸ و غیره را برابر به حساب 


۴۶ 


نیاوریم. دنیای بی‌نهایت‌ها: قانون‌هایی ویر خود دارد که با قانون‌های دنبای 
عددهای معمولی فرق می‌کند ؛ بدون آشنایی با اين قانون‌ها؛ نباید عملی انجام 
داد. دوباره تکرار می‌کنيم : نتیجه تقسیم بر صفر» یک عدد نیست و بنابراین؛ 


صورت و مخرج کسر را بر تقسیم کردیم. آيا این تقسیم هميشه مجاز 
است؟ اگر 2 برابر صفر باشدء جی؟ 
جوات درست این است: حاصل کسر پراپر ۱ + 3 است» به شرطی که 
7 مخالف صفر باشد؛ در حالت » < ۰:۲ کسر بی‌معنا می‌شود: 
(ه و ۵ ۱ وا 2 
(۰ < 3) بی‌معنی - 1 
مثال ۳. این معادله را حل کنید : 


(۱آسوان و ۱ 
نت9 ۲-۳ 


۷ 


حل. معادله ساده‌ای ایتتان لش ۳ را ره مسا کب برابری می‌بریم ۴ 
 ۱( ۲) - ۳۱‏ )۵ - ۱۵ 
5 بت و 


کسری برابز صفز ات که ضنزرت آن ترانی ضفر ناسشك: 


و حد :۷ - ۲۱ ج< ه ح< (۳ - ۲/۸ - (۱ - )۵ - ۱۵ 


۳ 


که از آن به دست می‌آید : 2۳ ۳ آپا حل معادله تمام شد؟ آیا ۳ << ۲ 
ریشهٌ معادله است؟ آیا ۳ < 7 در معادلة اصلی صدق می‌کند؟ به محض 
این‌که» به سراغ معادله اصلی برویم به اشکال برمی‌خوریم. کسرهای سمت 
چپ پرابری» در معادلهٌاصلی مخرج ۳ - 7 دارند و می‌دانیم؛ تفسیم بر 
صقر مجاژ پسث. 

۳ < 7 ريشه معادله ما نیست» زیرا مخرج‌ها را صفر می‌کند. این معادله: 
ريشه ندارد. می‌توان گفت» مجموعهة جواب در اين معادله یک مجموعه تهی 
است. 


مثال ۴. این معادله را حل کنید؛ 


حل. از آغاز باید شرط کنیم: » و » و ه ع< 2. به ترتیب داریم: 


۲ 
1 -- 2۳ 1 ) 1 


و ع- ) ل 7 سا :(۱ ِ- ۳0( ش ۳ 
11 


این معادله درجه دوم» دو جواب دارد : 
۱ لاح 0۵ << ۳۰۱ 


6 < ۰۱ به شرطی ریشه معادله است که برابر صفر نباشد. ولی دربارة 

۱ سل 1 عت ۲ حجه بگوییم؟ شرط کرده بودیم 8 ‌ِِ تِ: آیا اپن شرط باه 

معنای آن است که به ازای ۱-- < » (که به‌ازای آن ۱ + یعنی 2 

برابر صفر می‌شود). معادلهٌ مفروض ریشه‌ای ندارد. آزمایش می‌کنيم (برای 
و ۱ 1 ۳« ! - ۳ 

۵ حد< ,)6 ازمایشی لازم ییا ب زیرا به روسسی > سک وم کسر 7 برابر 

صف, می‌شود) ؛ اگر در معادلةٌ اصلی: با شرط ه و 3 ۱- < » بگيريم 


فم 1۴ 


به این معادله می‌رسیم : 
۱ - 3 


ام ی کت ۲ ات 6ب 


نتیجه حل معادله را» می‌توان به این صورت نوشت : 
- اگر » < ». آن وقت معادله بی‌معنا می‌شود و درنتیجه» ریشه‌ای 
ندارد + 
- اگر ۱- < 6 معادله یک ریشه دارد: ۱- - ؛ 
_ اکر » 7 » و ۱- ع# »۵ آن وقت معادله دارای دو ريشه است: 
۵ < ۶ و ۱( <. ۳۷ 
توجه کنید : اگر بدون توجه به اين نکته‌ها؛ به این نتیجه برسید که معادله 
دارای دو ريشه » و ۱ + » است. در واقم؛ تنها بخشی از مساله را حل 
کرده‌اید» نه تمام آن را. صحبت دربارةٌ حالت‌های خاص و تعیین تکلیف این 
حالت‌ها؛ جزو حل مساله است. 
یادداشت. ضمن همین مثال‌ها» بی شک متوحه این نکته شده‌اید که دو 
طرف برابری را» در صفر نمی‌توان ضرب کرد همان‌طور که صورت و مخرح 
یک کسر را نقم: نمنتوالا ذر صبقی غنرب کرد: 
مثال ۵. ثابت کنید؛ مقدار کسر مرکب 
7 1 (( 1 ۲1 
وود چم یو 
1 - ۲ ۰ ۳1۲ 111 


1[ حل 1۲۲ 1 ۲ 


به ازای ؛ همه مقدارهای هم‌علامت و قابل قبول ۱ و 7: مقداری بزرگتر از 
واحد دارد. 
حل. در همان آغاز؛ باید شرط کنیم : 


اه مه و ور و 
۱۱۱۱ ورف ده ۱ 


۳۹ 


خود صورت مساله» نشان می‌دهد که مقدارهای با قدرمطلق برابر برای 77 و 
7 جزو مقدارهای فابل قبول نیست. اگر با این شرط ) کسر مرکب را ساده 
۳ 
+ ۱ ۱۳ 
انی تن ۳۳0 ۲7 می‌رسيم که شرط دیگری را به ما تلقین می‌کند : 
به این ترتیب» با شرط‌های || غچ || و » ع< 7۰ و » ع< 1 باید 
ثابت کنیم: 
۳ 
٩‏ و یتست 
۳۳7112 
و این روشن است» زیرا با توجه به هم علامت بودن 17 و ۰1 می‌توان دو 
طرف نابرابری را در ۲۱۲11 ضرب کرد (ه ح< 7) که؛ در نتبجه » به تابرابری 


مه < ۲( - 10) 


۲) مواظب مجذور کردن باشید. وقتی عددی یا عبارتی را مجذور کنیم؛ 
نه‌تنها قدر مطلق آن تغییر می‌کند» بلکه در ضمن» اگر منفی باشد. به مقداری 
مثبت تبدیل می‌شود» پس 

۱) می‌توان صورت و مخرج کسری را در عددی غیر صفر ضرب کرد 
ولی نمی‌توان کسری را مجذور کرد. مجذور کسر با خود کسر فرق دارد. وفتی 
۶ را مجذور کنیم» مثل اين است که صورت را در » و مخرج را در ضرب 
کنیم و؛ اگر صورت و مخرج کسری را در دو عدد مختلف ضرب کنیم 
کسری به دست می‌آید که مقدار آن با مقدار کسر قبلی فرق دارد. 

۲) در مجذور کردن دو طرف برابری و یا راز سح 7:۳ از ۵ << 6 
آن‌گاه 0۲ < ۰۸۲ ولی اگر "۵ <- "6 آن‌گاه یا ۵ < 4 یا نا - << 6. بنابراین؛ 
اگر دو طرف برابری را مجذور کردید» به‌جز برابری اصلی برابری دیگری را 
هم با آن همراه کرده‌اید. 


۵ 


در نابرابری؛ جز در موردهای خاص: نمی‌توان دو طرف را مجذور کرد. 
در ابرابری ۷ > »۰ به شرط مثبت بودن » و ۰.6 با مجذور کردن دو طرف 
به نابرابری درست "9 > "۵ می‌رسيم. اگر » و 0 هر دو منفی باشند با 
مجذور کردن دو طرف جهت نابرابری عوض می‌شود و از نابرابری 0 > » 
به تاپرابری "۵ < * می‌رسیم. مثلا می‌دانيم ۱-- > ۵- ولی اگر دو 
طرف را مجذور کنیم؛ به نابرابری ۱ < ۲۵ می‌رسيم. 

در حالتی که از دو عدد » و » یکی مثبت و دیگری منفی باشد 
مجذور کردن دو طرف نابرابری» مجاز نیست (مگر اين‌که بدانيم 4 قدر مطلق 
کوچکتری دارذ با ).۰ فرظ کین ۶ و4 در ازجا اگز دن .ظرف 
را مجلور کنیم» جهت نابرابری تغییر نمی‌کند» ولی اگر دو طرف نابرابری 
۷ > ۸- را مجلور کنیم» جهت ابرابری تغییر می‌کند» زیرا ۴۹ < ۶۴. 


5 عمل با عددهای رادیکالی 
۱ در جلد اول «ریاضیات محاسبه‌ای» (صفحه ۱۴۸) عددهای گنگ را 
شناختیم و دیدیم. برخی از عددهای گنگ. با رادیکال‌ها نشان داده می‌شوند. 
عددهای 


۷/۲, ۷/۴, ۷/۵, ۱/۱۰۱ 


عددهایی کنگ‌اند. درضمن. در یادداشت شمارة ۳ صفحهٌ ۱۵۳ همان جلد 
اول «ریاضیات محاسبه‌ای» دیدیم عددهای گنگ هم به دو گروه تقسیم 
می‌شوند : عددهای جبری و عددهای غیر جبری. 

اگر » عددی گویا باشد ۰۷/۵ ۰ ... و به طور کلی ۲*/۵ 
( 1۷ ع (1) عددهایی جبری‌اند؛ همچنین برای عدد گویای ۰ < 6 عددهای 
۵ »۷/6 و به طور کلی 7/6 ( 6 1) عددهایی جبری‌اند؛ زیرا این 


۵ 


عددها می‌توانند ریشه‌ای از یک معادله با یر سب فاف: درست باسن : 


۳ 
7ج ادا ۷۵ < 2 << ۵ < ۲۲ 


ولی عددهایی متل ۲ و ۰/7۲ عددهای کنگ غیر جبری‌اند: نمی‌توان معادله‌ای 
با ضریب‌های درست پیدا کرد که یکی از ریشه‌های آن 7 یا ۷/7 باشد. 

درضمن» در صفحه ۱۵۵ جلد اول «ریاضیات محاسبه‌ای»» به نکته‌ای 
مهم و اساسی اشاره کردیم و گفتیم: جذر ۵۲ با ۷/۵۳ فرق دارد؛ جذر *4 
برابر است با 6 و ۷۳ برابر است با |۵/. 

یادداشت. به سادگی متوجه می‌شوید که» جرا در ریاضیات مقدماتی؛ 
حاصل رادیکال را؛ وقتی فرجه‌ای برابر ۲ (يا به طور کلی زوج) داشته باشد) 
پرابر مقداری مثبت می‌گیرند. فرض کنید؛ بخواهيم حاصل عبارت 

۷۹ - ۵ 

را پیدا کنیم. اگر قرار بود» حاصل ۷٩‏ را برابر ۳+ و ۷/۲۵ را پرابر 
۵ بگيريم» حاصل این عبارت می‌توانست ۴ مقدار مختلف باشد و؛ وجود 
علامت در جلو رادیکال هم بی‌معنی می‌شد؛ یعنی اگر عبارت را به یکی از 
صورت‌های 


۵ - ۷/۹ - یا ۰۷/۲۵ + ۷/۹ - یا ۱۷/۲۵ +۷۹ 


می‌نوشتيم» باز هم هینان جواب‌ها به-فست من‌اند. ولن اگر ۳٩‏ را بر ۳ 
(و نه ۳+) و ۷۲۵ را برابر ۵ (و نه 2۵) بگيريم این چهار عبارت با هم 
تفاوت بیدا می‌کنند و هرکدام جواب یگانه‌ای دارند: 
۱/٩ + ۱۷/۲۵ -- ۰‏ م۳ 5-5۲ 
۸ م- ۷/۲۵ نت ۳ ۵ ۲ بل 1 پوت 


3 


به این ترتیب به یاد داشته بانسیم : 
۵ حم 6 0 
۱ ذِ‌ ۲ |۱0 < ۷/۲ 
(ه > 0) »- 
کنون تکلیف ماه برای نوشتن نیا 
۷۳ + ۳ ) 


ظ ۱ ۱ ظ ۷ دب 
روسسن اتینت : اگر داشجه باشیم ۹ اُ#ِ ان 4 لسته ۷ سب ۳0 مقداری عسر 
منفی می‌شود؛ یعنی 

۱ ۷ 
۷+ ۳ ح- ۷۱۲ 4 ۱/۳ + <‌( 

۱ 0 ۷ 
۲۷+ ۳۸)- <- ۷۱۳ 4 ۲۵)/ چ« سه ۳ 

۲ نماد /| را؛ برای ريشة دوم نخستین بار؛ کریستف رودلف 
ریاضی‌دان المانی سلده شانزدهم میلادی در سال ۰۱۵۲۵ در کتاب خود به 
کار برد. سپس البر ژیرار (۱۶۳۲-۱۵۹۵ میلادی)» ریاضی‌دان هلندی» در 
سوم؛ ريشه چهارم و غیره» به همان صورت امروزی؛ یعنی ,۳/۰ و غیره 

توجه کنید: ۷/۵ را می‌توان به صورت «رادیکال پنج» یا «ريشة دوم پنج؛ 
بیان کرد؛ ولی برای خواندن ۷/۵ یا ۰۷/۵ از واه «رادیکال» استفاده نکنید و 
بخوانید : «ريشه سوم پنج» یا «ريشة چهارم ینج». 

رادیکال را اریشگی؛ هم می‌گویند. 

۳۳ 5 ند ۶ 


۱۶ + ٩ د‎ /۲۵ ۵ 


۳ 


همین مثال ساده» روشن می‌کند: 
۱) برای جمم جبری دو يا چند ریشکی (حتا اگر رادیکال‌ها» فرجه برابر 
داشته باشند) نمی‌توان مقدارهای زیر رادیکال‌ها را با هم جمع جبری کرد. 
۲ اگر در زیر رادیکال» جمم جبری چند مقدار» وجود داشته باشد؛ 
نمی‌توان آن را به صورت جمع جبری چند رادیکال نوشت: 


,۵ + ۷/6 >« ۷/۷۵ 
او + |ه| ۶ ۲ + ۱۷/2۲ 
در جمع جبری ریشگی‌ها؛ باید مقدار تقریبی هر ریشگی را محاسبه و » سپس 


جمع جبری آن‌ها را به دست آورد. 
مثال ط این مجموع را محاسبه کنيك: 


۳ + ۷/۵ - ۷/۷ 
حل. داریم: 
۰ بد ۰/۲ :۲۸۲۳۶ ند ۷/۵ ۲۸۶۴۶۰ بد ۷/۷ 
بنابراین : 
۷۵ ات ۱/۲۶۰ + ۲۸۶۴۶-۲۸۲۳۶ ند ۷/۲ + ۷۵ - ۷/۷ 


بادداشت. مقدارهای تقریبی ریشگی‌ها را می‌توان با استفاده از جدول‌ها 
و پا؛ بهتر از آن» ماشین حساب به دست آورد. با وجید این روشی را 
که ارشمیدس (ریاضی‌دان بزرگ یونانی در سد؛ سوم پیش از میلاد)» برای 
محاسبةٌ جذر تقریبی عددهای به کار می‌برد» در این‌جا می‌آوريم. این روش ؛ 
به ویه» برای عددهایی که خیلی بزرگ نباشند: کارساز است. 


وژ- 


اگر ۵۱ را جذر تقریبی نقصانی عدد ۸ فرض کنیم؛ عدد 6۲ که جر 


۱ ۸ ۱ 
(*) ( کم ع< 6۲ 
5 ۲ 


به دست می‌آید. برابری (*)۰ همان برابری ارشمیدس. برای محاسبه مقدار 


مثال ۰۷ جذر تقریبی عدد ۱۰ را» با روش ارشمیدس پیدا کنید. 
حل. جذر تقریبی نقصانی عدد ۱۰ برابر است با ۱. بنابراین » داریم : 


۱ تا 


که اگر در برابری (*) فرار دهیم؛ به دست می‌آید : 


۱ 

4 
گنه 
۳ 


اگر دوباره همان عملی ۳ که با 1۱ انجام دادیم با ۲" انجام دهیم » تفریب 
بهتری برای ۱۰ ٩‏ به دست قی ال 


۱ ۱ ۳ ۱ ه‎ 
٩) + (2٩ ۳ 


2 ۱ 
زر ۷۲۱ ۷۲۱ ۱ ۶۰۱ ۱/۱۹ 
2ب < چبد 2 (چد + ) ( 
۰۵ ۳۴ ۳۸ نم 
جذر تقریبی عدد ۰۱۰ اگر مثلاً با ماشین حساب پیدا کنیم برابر است با 


۸۵ج ۱/۱۵ 


۵ ۵ 


به این ترتیب می‌بينيم» در تقریب اول» مقدار ۷/۱۰ با روض ارشمیدس؛ 
نا سه رقم بعد از ممیز و در تقریب دوم تا چهار رفم بعد از ممیز به دست 
آمله است: 

روشن است که هرجه جذر تقریبی اولیه به عدد ما نزدیک‌تر باشد 
زودتر و در یک یا دو عمل نخستین» به تقریب خوبی برای جذر می‌رسیم. 


۳ 


اگر به مقدار تقریبی یک عبارتِ عددی رادیکالی نیاز نداشته باشیم 

برای ساده کردن آن» تنها می‌توان جمله‌های متشابه را با هم جمع و یا از هم 
کم کرد : 

۷۳ - ۳۷۵ + ۴۷۵ + ۷۷۳ - ۷۷ -< 

<- )۱+۷(۷۳ + )-۳ + ۴(۷/۵ - ۷/۷ - ۸۷۳ + ۷/۵ - ۷ 

۷۵+ 0/۰ ۲۷+ ۷/۵ < )0 - ۲(۷۵ + )0+ ۱(۵ 

۴ ضرب و تقسیم رادیکال‌ها. برای ضرب دو رادیکال در یکدیگر یا 


برای تقسیم دو رادیکال بر یکدیگر؛ به شرطی که فرجه‌های برایر داشته باشند» 
می‌نوان مقدارهای زیر رادیکال‌ها ۳ در هم ضرب یا بر هم تس فرش 


۱/۸ ۱/۲ < ۷/۸۲ ۱/۱۶ - ۰ 
۲/۶ ۱/۴ ۱/۹ -- ۱/۶ ۶ ۴ ۷ ۳ 
۷/۲۱۶ - ۷/۶۲ - ۶ 


عکس این عمل‌ها شهج مي تم اند از شمسا باسد : 


0۶ 


ولی این برابری‌ها وفتی درست است که 4 و 0 مثبت باشند. توجه کنید اگر 
0 و 0 هر دو منفی باشند؛ ۷/66 معنا دارد (جون 0 مقداری مشت است)۰ 
ولی ۷/6 و ۷۶ موهومی می‌شوند؛ بنابراین با فرض ۰ < 00 بهتر است؛ 
دو برابری بالا را این طور بنویسیم : 


مثال ۰۸ اين عبارت را ساده کنید : 


_ ۱ 
۳«ِ/- و کم جد لا مره ر 


حل. داریم : 


سب 
۱ 


۲ ۳۷۲۷۲ ۳۷۸۲۲ - 
بنابراین 
+ ۳۷۲- - ۲۷۲ + ۵۷۲ - ۳۷۲+ ۲۷۲ - ۸ 


۵ توان یک رادیکال. اگر رادیکالی به توان فرجه خود برسد؛ مقدار زیر 
رادیکال به دست می‌آید : 


۵۷ 


اگر فرجة رادیکال عددی فرد باشد. برای این‌که رادیکال را به توان برسانیم 
می‌توانيم مقدار زیر رادیکال را به توان برسانیم : 


)۷۵( < ۷۵۲: )۷۲( - ۷۲۳ -< ۸ 


این عمل برای فرجه‌های زوح» وقتی درست است که زیر رادیکال» عددی 
منفی نباشد : 


)۷۸( - ۷۸۲ - ۷۶۴ < ۷/۱۶ < ۴ 
- ۲۷/۴ < ۲/۲۲ - ۲ 

در آخرین عمل. به‌جای ۷/۲۲ نوشتیم ۷/۲. در واقع» اگر فرض کنیم: 

۲۳ << »6 
اگر دو طرف برابری را به توان ۴ برسانیم» به دست می‌آید: 

۲ اه 
و اگر از دو طرف ريش دوم بگیریم» نتیجه می‌شود : 

۲ << م << ۲ < » 
و اين» یک فانون کلی است: در رادیکال به صورت 
(۰ < ه) ۷/۳ 


اگر 99 ق 90 بخشیان: مشترگی نویر از واحد داسته باشند» می‌توان 712 و 


۷/۳۲ < ۷۳: ۷۵۲ - ۷/۵: ۷۸ - ۷/۲۳ - ۰ 


۵ ۸ 


از اين قاعده می‌توان» برای ضرب يا تقسیم دو رادیکال» وقتی فرجه‌هایی 
نابرابر دارند» استفاده کرد. قاعده را دفیق‌تر بیان می‌کنيم : 
آگز زیر رادیکال» عددی مثبت باشد می‌توان فرجه و مای زير رادیکال 
را در عددی ضرب پا بر عددی تقسیم کرد: 
27 5 ۱۷۲ ۳۲/۷۱۲ مد ٩/۲‏ 
:(۰ < ظه) وت 2 7 
مثالي .٩‏ به شرط ۰ < . این حاصل ضرب را محاسبه کنید : 
۵ ۶ ۷۱۷۵۲ ۷۲ ۷ ۷/۰ -< ۸ 
حل. کوچکترین مضرب مشترک بین فرجه‌ها (یعنی بین عددهای ۰۲ ۳ 
۴ و ۰)۱۳ عدد ۱۲ است. ترتیبی می‌دهيم که همه فرجه‌ها برابر ۱۲ باشند» 
۸۰ ۴ ۷۹ ۴ ند 7 ۳/0 0/0 
۳/0 ون کب 
نم 9 ۴ تن ۱/6 0 ۱ 1 8 نت ۸۸ 
گاهی لازم می‌شود» عددی را که به صورت ضرب در جلو رادیکال است 
به زیر رادیکال ببریم. برای این منظور» علامت جلر رادیکال را نگه دارید» 


فدر مطلق ضریب رادیکال را به توان فرجه رادیکال برسانید و حاصل آن را 
در مقدار زیر رادیکال ضرب کنید. به این چند نمونه توجه کنید: 


۱ ۸ ۰۵9 ۱ 
۲ - | ۸ (3 1 < ۷۸ (۱ 
- 2« ا۵ --و|ه- ۱ 


۵۹ 


۱ 
5 با ک دنل و و . عل کتک ات سِ- نش با 
گویا کر مرج دود چل دی و رب بر یت 
قابل تبدیل به عددی گویا نیست. ولی اگر صورت و مخرج کسر را در ۷۲ 
ضرب کنیم : 


۱ ۱ ۷۲ ۲ ۷/۲ _ ۱ 
۷/۲ ۰/۲۰۸۲ ۴ 0 


۲ ِ ۱ 

به ضورنت ساده‌تر 7۷/۲ درمی‌آید که عمل کردن با آن ساده‌تر است. بنابراین؛ 

اکن کت وشن بیچیده نشود؛ بهتر است آن را به صورتی درآوریم که مخرج 

گوبا داشته باشد.. مر.بان:عارت اختاه تکیت هرک تگریید کر را گرز 

می‌کنیم . 

گویا کردن مخرج کسر؛ در حالت‌های کلی» کار ساده‌ای نیست؛ ولی ما 
سادة آن می‌پردازيم : 

حالت اول؛ وقتی مخرج کسر. تنها شامل یک رادیکال باشد. با فرض 

4 ۳ 
0 جر 0) ق اضر کنل تخو‌اهنم کست حصت. را به کس ی تنل سم که مخ حر . 
قرصی حول بحواهيم اس ی راب ری تبدیل کنیم که مخرجی 


4 ۸ ۷6۰-۱ ۱/۸۱ 0 


0 


و۶9 


حالت دوم : وفتی در مخرج کسر؛ مجموع يا تفاضل دو ریشه دوم باشد. 
در این حالت. برای گویا کردن محرح کسر؛ باید صورت و مخرج کسر را؛ 
در مزدوح مخرح ضرب کرد. (برای تعریف دوجمله‌ای‌های مزدوج صفحة 
۱ را در جلد اول #ریاضیات محاسبه‌ای» ببینید). به چند نمونه توجه کنید : 


۷۲ - ۱/۳) بر ۱ ۱ 


۱۷۷۱ ۷۲()۷۳ +0۷۳ 7۲ ا 
نار شسیم ۱۳۳ 7 


0/۳۱/۲۲ 
۳ ۱۵  . . ۱۵۷۶+ ۱( ۱۵۷۶+ ۱ 


۷/۶ -۱ ۷۶ -۱(۷/۶ + ۱( ۳ 


۳9 


۳( ۲۷/۵ -۶ ۲0۲۷/۵۳ 
5 ۱۱۲۲۷۵ + ۳( 5 ۱۱/۲۷/۵ +۳( 
۱۱/۲۷۵ + ۳( 5 ۱۱/۲۰/۵ + ۳( ات‎ ۵٩۳ 


مت 
دا 


۲)۲۵ - ٩( ۳ ۱ ۲ 


ات تست 


مثال ۱۰. مخرج این کسر را گویا کنید: 


ض ۸ 
۷۲ ۷۶/۳ 
حل. مخرج کسر را می‌توان تجزیه کرد. اگر ۲ را ۷/۳ به حساب آوریم: 


۷۶ - ۷۳-۱۷۲ + ۲ < )۷۶ + ۷۴ - ۷۳ + ۷۲( 
- ۷۲0۷۳ + ۱۷/۲( - )۷۳ + ۰۱۷/۲( < )۷/۳ + ۷/۲()۷/۲ - ۱( 


در مخرج دو عامل وجرد دارد : 7/۳۲ و ۲-۱ .٩/‏ بنابراین» صورت و 
مخرج کسر را در مزدوج‌های اين دو عامل» یعنی در ۷۳-۷۲ و ۱ +۷۲ 
ضرب می‌کنیم : 


۱ درد ۲۳۲۳ 
(۱ +۱()۷/۲ - ۷/۲([])۷۲- ۷۲()۷۳ + ۷/۳)] 
(۲ - ۰۷/۲ - ۱۷/۳ + ۷۶) < اف ممستا. جد بات ده 


۴ ۲()۲۰- ۱( 


۶۲ 


حالت سوم. وفتی‌در مخرج کسر» دو رادیکال با فرجه ۳ (دو ريشه سوم) 
وجود داشته باشد. در این حالت؛ وفتی محرج به صو رت ۱ ی ۳ دو ریشه 
سنوم باشدء از اتیحاد 

+ ه ع< ("0 +و9ه - 9()۵۲ + ه) 
و وفتی مخرج به صورت تفاضل دو ريشه سوم باشد از اتحاد 
7 - آم ع ( 0 +دنه + ۵)( -6) 


استفاده می‌کنيم. 
مثال ۰۱۱ مخرج هریک از این دو کسر را گویا کنید: 
۱ ۳ 
۱ 7-77 
حل. مخرج کسر 4 به صورت 0 - » است که در آن» ۷۵ < 6 و 
۳ << 0. باید صورت و مخرج را در 


۴ + ۷/۱۰ + ۷۲۵ < ۵ + وه + آه 


۸ 


ضرب کرد : 
۲0۷۲۵۷۰۲ __ رو 
۷۴ +۷۱۰ + ۷۲()۷/۲۵- 6۷۵ 
رن _ (۷۲ ۷۱۰+ ۳6۷۲۵ _ 
۴ + ۷/۱۰ + ۲/۲۵ 0 
به همین ترتیب 
ی 
۲ ۲ ۰۰۷۲۱ ۱()۷۴ +۷۲ 


- -)۷۲- ۷۲+ ۱( 


۶۳ 


مال ۱۲: مخرج کسر کی راء با فرض مثبت بودل » و ۵ 
گویا کنید. 
حل. وقتی مخرج کسر؛ دوجمله‌ای و فرجه‌ها» عددی زوج باشند؛ با 
ضرب صورت و مخرج در مزدوج مخرج» فرجه‌ها نصف می‌شوند. مقذدار 
کسر را 2 می‌ناميم و صورت و مخرج را در مزدوج مخرج ضرب می‌کنیم : 
۵0۷-۷ _ _ (۷-»40۷ یم 
 )۷/۵( - )۷(‏ (۷۵ - /۷/۵()۷ + ۷/۵) 
(۷ - ۸۰۷/۵ 
۱ 
که» برای گویا شدن مخرج کسر باید یکبار دیگر صورت و مخرج را در 
مزدوج مخرج ضرب کرد: 
(۷۸ + ۷۵()۷/۸ - 2 _ ر 
(/۷ + ۷()۷/۵ - 0/) 


که در نتشحجه ) فقدار کسر با مخرجی گویا به دست می‌آید: 


۷ ۷۹۱۷/۰ ۷ بر 


- 6 
۷ دو نکتة مهم دربارٌ رادیکال‌ها. ۱) اگر دو عدد درست مثبت » و 
6 نسبت به هم اول و یکی از دو عدد ۱/6 و ۰۷/۵ یا هردوی آن‌ها» گنگ 
باشند» آن‌وقت» عددهای 


۷/6 + ۷0۰ ۱۷/ - ۷ 7 
۱ ۲) 


«۳ 


هم عددهایی کنگ‌اند. مثلاً عددهای 
۲ ۱/۲۸۱/۱۱۰ ۲۰-۰۱۷۳۰۱۷۵ 


عددهایی ان 
۳( اگر 0 6 و 0 عددهایی حفیقی تاسنلد :و ۵ و 1 مجدور کامل 
باشند وء درضمن» داشته باشیم: 


0 + ۱/6 < 4 ۵ 


اوقت ۵ ات و 0 تاجن 


در واقع» اگر 0 و » و » < » فرض کنیم باید به ترتیب داشته باشیم : 


۳ سید 2 تماق 


شمت جب برابری: عددی کویا و سمت راست آن» عددی گنگ است و 
هلف گویا باسد که پراین تیی‌سان‌ایی ایو ور سم 

این فاعده» برای رادیکال‌های با فرجه بزرگتر از ۲ هم درست است. 

۸ معادله‌های گنگ. معادله را گنگ گویند وقتی که متغیر یا مجهول 
آن» به صورت گنگ داده شده باشد (یعنی نسبت به مجهرل خود» گنگ 
باشد). معادله 


آ/۷ بب ۶( ۱ ٩/٩۵‏ ۳ 


معادله‌ای گنگ نیست. اگرچه ضریب‌هایی گنگ دارد. این معادله با همان 
فستورنی که یرای حلل معافلة درجه" دوم پاد گرفته‌ایم» حل می‌شود:: میین: این 
معادله» چنین است : 
۱۵ ۱ب زا که ۱۵ ی( مان ۸ 
"۱۳ سب .۱ ۷( بسح 


۶ ۵ 


ژ‌ بنابراین؛ ریشه‌های معادله به دست می‌آیند : 


۲زا جع اج ۱۰-۱ (۱ +۱۵ 
0 س ‏ سسته هب 


ولی معادله به و رت 


- (۱) 


معادله‌ای کنگ است؛ زیرا جمله‌های شامل 7 (مجهول معادله) در زیر 
رادیکال قرار دارند. 

برای حل چنین معادله‌هایی باید معادله را گریا کنیم» یعنی خود را 
به معادله‌ای برسانيم که در آن» جمله‌های شامل مجهول» در زیر رادیکال 
نباشید. 

اگر رادیکال‌ها» به صورت ريش دوم باشند؛ مثل معادلهُ (۰)۱ برای گویا 
کردن معادله ناجاریم یک یا جند بار؛ دو طرف معادله را به توان ۲ برسانيم. 
ولی عمل مجذور کردن؛ می‌تواند ريشة اضافی وارد معادله کند. معادلة ساده 


مت از 


۳ دار نظر بگیرید؛ اگر دوز طرف این معادله و مجدور کنیم» یه معادله 
۴ ۲ 


می‌رسیم که قه انشه داز ۲ اعد ربا سح ج: دور واقع » معادله ۴ - ۲ 2 
هم‌ارز تعادله ۲و زج زب ۲ بجد) است نه هم‌ارز ۲ 3 
بنابراین» اگر برای حل معادله‌ای ناچار شدیم یک یا چند بار؛ به مجذور 


کردن دور طرف برابری متوسل شویم؛ برای ۳ ریشه‌های وافعی معادله ‏ 


۶۶ 


ناچاریم» جواب یا جواب‌های حاصل را در معادلة نخستین. مورد آزمایش 
فرار دهیم. جوابی ريشه معادلهٌ ماست که در آن صدق کند. 

برای ريشه معادله گنگ باید به نکتهُ دیگری هم توجه کنیم. ما در محدوده 
پا مجموعة عددهای حقیقی کار می‌کنيم ؛ بنابراین؛ به عنوان نمونه در معادله 
۱۱ باید رادیکال‌ها؛ عددهایی حقیقی باشند» یعنی داشته باشیم: 


۵ خر ۱ و 1 
روموت 2 ۳ ۱ 


۵ م ۲ تب ۲ 

عددهای کو حکتر از ۰۲ یکی یا هر دو رادیکال را به صورت عددهایی موهرمی 
درمی‌آورند که در ریاضیات مقدماتی» با آن‌ها کار نداریم. 

۲ < ۸ را دامن متغیر» یعنی محدوده‌ای از عددها که 2 می‌تواند آن‌ها 
را ببذیرد؛ می‌نامند. 

کوتاه سخن؛ جوابی که با حل معادلٌ گنگ به دست می‌آوریم؛ باید 

۱ در محدودة مقدارهای قابل قبول برای مجهول باشد. 

۲) در معادله اصلی صدق کند. 

اکنون به حل معادلة (۱) می‌پردازيم: 

با مجذور کردن دو طرف برابری به دست می‌آید: 


۱ ت (۲ - )4 0-۲ - ۲۰/۳۲ - ۱۱ ان ) 

که بعد از ساده کردن و بردن رادیحال به سمت راست برابری» جنین می‌شود: 
بت و اون ۱ سب ۲[ 

یک بار دیگر» دو طرف برابری را مجذور و سپس ساده می‌کنیم : 


۳ تا چت ۲ ال ۱ ۲۷ و 


۶۷ 


جواب حاصل؛ در دامنه متغیر قرار دارد و؛ درضمن؛ در معادلة (۱) صدق 
می‌کند. بتابراین ) 8 سب یرب ریشه معادله ۱۱( استنتا: 


هی ٩‏ یه وت ۳ مناد ۲ سم 


حل. برای این‌که زیر رادیحال‌ها؛ عددهایی هنفی نباشند (یعنی برای 
این که با عددهای حقیقی سروکار داشته باشیم) باید مقدار 2 از عدد ۲ 
کوچکتر نباشد. ۲ < ۰ دامنه متغیر» در مجموعه عددهای حقیقی است. 

برای گویا کردن معادله رادیکال سوم را؛ به سمت راست برابری می‌بریم 
و» سپس؛ دو طرف را مجذور مي‌کنيم. بعد از ساده کردن» به این معادله 


هی رسیم . 


٩: ۷‏ ۶ + ۷ و 


دوباره دو طرف برابری را محدور می‌کنيم ؛ سرانجام؛ به این معادله درجه دوم 
ای زتتی : 
وس ۷ِ‌ سوه ۵ ۱۷ << ۷۳۳ 
یکی از ریشه‌های این معادله برابر واحد است (۱ <- ۰/3۱ زیرا عدد ۱ << ۲ 
حاصل ضرب دو ریشه برابر تن 
۹ 1۷ ی ۱ ۱ 
هیج کدام از دو عدد ۱ د۷ در دامن متخیر نستند هر دی از ۲ 
کو حکت ند). بنابراین) معادله ماه دار مجموعه عد‌دهای حتسقی : جوابت ندارد. 
۱ ۱ ۹۷ ی 
در وافع ؛ جواب‌هایی که یه دسیبت اورده‌ایم (۱ ز س‌) عددهایی حقیقی اند ؛ 
بنابراین» با عددهای موهومی سروکار پیدا می‌کنيم. 


۶۸ 


یادداشت. این جواب‌ها را آزمایش می‌کنيم. به‌ازای ۱ <- ۰ معادله 


مفروض به صورت این برابری درمی‌آید: 
۵ بت ۳ وت ۱-/۱ سل ۱-۱ 


این برابری) در مجموعه عددهای مه شو هی ؛ در سسسا اف ان بنابراین ) دار وافع؛ 
۱ << ۲ در معادله مفروض صدق می‌کند: یعنی ۱ - ۲ در مجموعهة عددهای 
هو هب هی ریشه‌ای از معادله است. 


۷ 
برای ۷۷ < ۲ داریم : 


۹۷ ٩۷ - ۱۴۶ ۰ ۵۹ 


# بشست, بیس تک سس مس سیب ست ات ح ۲ بت ۳ 
۷۳ ۷۳ ۳1 
۳۲۵ سب ۲ ۱ ۱۹ 
۷۳ ۷۳ ۷ 
۱ ۲ ۳۹۱ ۳۹۱ 
5 ۱ سس نب میسیب یر ۲۳ پیت و۳ 
۷۳ ۷۳ "1 


۱ ۳ 
بنابراین» معادله ما به‌ازای ۷ < 4:۲ بعد از ساده کردن؛ به این صورت 
درمی‌آید : 


و جح ات ۲۱/۸ مت ات ال لا ۷۱/۱ 
ظ ۷ پ 8 
بعی ۷۳ ا. در مجمه عه عددهای مرهومی هم در معادله صدق نمي‌کند. 


۷ تا : 
دز وافم ۷۳ حت .هب و سیگ معادله زیر اب 


ست 8 مه 11 سب ۳ :۲ 


ولی به یاد داشته باشیم که برای ما» تنها جوابی قابل قبول است که هم با 
دامنه متغیر سازگار باشذد و هم در معادله صدق کند. 


۶۹ 


«مخال ۱۴. اين معادله را حل کنید: 


حل. چون مقدار رادیکال نمی‌تواند منفی باشد» بنابراین ‏ < 0« 
معادله به‌ازای مقدارهای منفی 172 جواب ندارد. 

به‌ازای » < 17 خواهيم داشت ۱- < :3. 

۰ < 7 می‌گيريم و دو طرف معادله را مجذور می‌کنيم : 


۱ص ۲ ۱۲ 


2 - ۱ 71۲ - ۱ 


۳ ۱ 
0 و اعد "ورن تست شنت ]یچ 


۱ ۳ ؟ 111 


1 
11: - |! 


پاسخ. معادله برای ۰ > 171 ريشه ندارد و» برای » 2 4171 یک ریشه 
۱ 77 ۲ 
دارد : : .:. 
۳ 
1 چ 0 


۶ رادیکال‌های مرکب . عبارت‌هایی مثل 


۴ ۱/۵ - ۶ 


1۳ رادیعال مرک نامبده‌اند. 


برای تبدیل رادیکال‌های مرکب» به رادیکال‌های ساده» دو حالت را 
توضیح می‌دهیم. 


۷ 


حالت اول؛ وقتی که رادیکالی به صورت 
(۰ <۰) ۷۵ / 


داشته باشیم. اگر مقدار اين رادیکال مرکب را ۸ فرض کنیم باید به‌ترتیب 
داشته باشیم : 


۵ جد کر دم 
و۹ مد ۱ج ۰( )وا 


به این ترتیب 


یعنی» اگر دو رادیکال؛ به طور مستقیم روی هم فرار گرفته باشند باید 


فرار داد . 
مذال ۱۵. رادیکال ۷/0 را؛ به شرط ه < ۰ به رادیکال ساده 


حل. با توجه به مثبت بودن » داریم 
۲۳ جع ۷۲۰ < 0۱۷/6 
نابراین خواهیم داشت: 


حالت دوم. عبارت‌های به صورت 2 + ار ۷ فرضص می‌کنیم : 


۸ + ۷ -< ۷ + ۷۸ 


۷ِ 


با مجذور کردن دو طرف این برابری؛ به دست می‌آید : 
۷/۴ + ( + »6) ۰/9 + هر 
این برابری وفتی برفرار است که داشته باشیم : 
< 60 ,۸ < 0 + ») 


بنابراین ) و 6 ریشه‌های معادله درجه دومی هستند که مجموع ریشه‌های 


۳ ۱ " ۱ 
ان برابر ۳ ۴ حاصل‌ضرب ریشه‌های ان بر ابر ث از خن 


۷ 
بو جح مت لت نی ۱۳ 
كِ ار / 


0 و 0 پعنی ریشه‌های این معادله وقتی کویا هستند که مبین این معادله 


در سحه شوم مجذور کامل باسد : 
ات وا -- 4۲ر 3 چت اعت اور - ار 
در این صورت » مقدارهای !) و 0 جنین‌اند : 


از ب ان ۲ + ۸ ۲ 


۴ سس 


و درتجه 


رش 


نتیجه. برای این‌که بتوان رادیکال مرکب ۷ + ۷/۸ را به رادیکال‌های 
ساده تبدیل کرد» باید مقدار 7 - ۸۲ مجذور کامل باشد؛ در این صورت؛ 
دستورهای (۱) و (۰)۲ نتیجه این تبدیل را به ما می‌دهند. 

مخال ۱۶. هریک از این رادیکال‌های مرکب را به رادیکال‌های ساده 
تبدیل کنید : 


اه ج< 0 < )0۲ - ۵-۵۲ /۲(۱ ۳۷ + ۱۷/۵ (۱ 


حل. ۱( در این‌جا :2 ۵ ۲۱ جج ۲۱/۶۲ جج ۳ تی 


۳۴6 ۲ ار مد ار نت ۲ آر 


- 
۱ 


هِِ. جدول دستر رها . آن جه را دربارةه عمل با رادیکال‌ها آوردیم می‌تو ان 
در جدول زیر دید: 
الف) برای عددهای طبیعی ۲ < ۲ و ۲ < 1 و عددهای مثبت 6 و 0 


171 ۳7 اف #4 7 ([۱ 
۰ ۰ < ۷ (۲ 


۷۳ 


۳5 


ی 


اس 
سروننه. 5 

)۱ 
به. کج ۱ 
5 9 


تا 


ك 


3 
2 
ح 
| 

3 
[ 
۳ 


۷ 
۳ ی ی ۱۳ سا 
۱ دص 5 
1 تب سس ۲ 
6 (8 اه «و 
2 1 
۱ 
2 3 
۴ ی 


ت- 


ب) برای ۰ > 4 و » > نا: 


۳( "۷۰۲۳ < ۲۳/)-0(۲ < ۷-6 
۴( ۷-0 < -)-0(۱۷ ۰-0 < ۷-۷ 


۵ ۷ ۱ 
صورت همه آنها؛ برابر واحد باشد. 
۷ حاصل هریک از این عبارت‌ها را بیدا کنید : 


لب ۹ )1 ان ۱ 
34 ۳1۷ + اه 6 + 


۱ دم ند ی 0 6 - 6 ۱ 
۱ ۳۳9 کن سر + 4 2 
نج کج 2 ٩‏ ۱ | فد ی ۱ 


وش 


1772 4 ۱ 


12 ۱ 
توش مسبت ۱0 9 
۱ + 07 + 1 + ۱۲71 ی 
۱ + ور 
۱ : 
۷-0 ۱۲۱+ ۱ 
بل هر 


۵ ٩ ار‎ 


۸ ۰4 ا و » را طوری بیدا کنبد که برای هر عدد حقیقی 2 داشته 


دی مد و د )(۲۷ -و) ده ۳ + و - و۳ 4 او 


)1 
6 +4 (۱ + + ن)(0 + 6) < ۷-۶ + ۷۲+ ۴2۲ (۲ 
۳ 


۱ 6» (۳ 


سین .موی و (۲ 4 )۱ - »)2 
6 6 1 643 ۱ 


۱ ۱ بت (۴ 
۱ + 2۳ هد ای ۱ ار 
۳ 1۱ ۱ 
و 1 
۲ ۱(۳+ه) 5۱ (۲+)۱(۲+ه) 
ج / 0 ۲2۲-0۱ 
۰ ۹ سستت. ۶۱ 
(۷ بدا ۲سته ۱+ 2 ۷(۳- ۱()۵ + ود) 
۹ این معادله‌ها را حل کنید : 
۲ ۱ 
57 ح سس.. مس (۱ 
۲ لب ۱ - ۲ 


۷۵ 


5 

۱ - و زاس ؟ 

۳ 2 ۲ + | ۲ ۵ 

۶ ِ ۲ب و اه 

۱ ۱ ۱ ۲ 

۱ مت کیت تن سس( 
#ولانت یود ما ات یو ۷و سس 
۱ ۱ ۱ ۱ 

اس سس چنت - لمع 

۱ رون ۳0۳۳7 نو ۳۵ ۱ ۳ 3 9 

3 ۳ 
3 اش یت موی 


ِ ۵۰4۲ 1 ۳2۲ تقو ند ۳9[ 


3 
تیا چ ۱ ۱ )+2 [ ۸ 
۲ حب ۳ 


۷*٩ ()۱ 4+ ۹۵۲(۲ - ۱۲/۱ ۹٩۵ 


۰ هریک از این عبارت‌ها را؛ نسبت به مجهول‌های 3 يا ۲ و ۷ به 
صورت یک چندجمله‌ای در نظر بگیرید. مجموع جبری ضریب‌های عددی 
فزیک از ای چنقاجملهای‌ما چقنی اسسخ؟ 

۰( سس ۱۵ و۱۳ ۲  ]۷۲۳۵‏ از (۱ 

۳ .او بل ۱۳ )اس ۴(۳۲ ۳ بل ۲۵ ) خد ۷ (۲ 
۵۱ هریک از اين سه عبارت را» برحسب توان‌هان نزولی ۱ + ۲۳ 
4 :۲ - ۲۵۲ د ۲۴۲ - ۱۶2۲ < ۸ (۱ 
رنت. هاعت اب (۳ سل وچ ون ( ۲ 


۷۶ 


حاصل عبارت را بدست اورید : 


ث_۳ ۱ ۱ 
:(۱ + ) : 2 7 )۲ ۰ 7 ۱۷ + 2) ۱ 
ند 2 ۲ ۷ + 2 1 11 

۲ 
سید ۳ 
ند ۳ 


هباج زج 


۱( 6-0) + ۷۵۵+ ۷( 


ِِ ۳ ق ۷ 
۱ تسه |1۲ 
۳ وید ون . بز 


9 ی (| 4۲ 


ی 


۳ 


اج - )۱ 
: ۳ رتست[ ۵ 


۳ کسرها را طوری تبدیل کنید که مخرجی گویا داشته باشند: 


۵ این معادله‌ها را حل کنید: 


۱( ۲۷/۶ -  - ۳۷/۲2 - ۱۳ < ۱:  ۲( /- - ۱ 2 ۰ 
۳( ۷/۴2 +٩۹ < ۲2-۳: ۴( ۷/۳4۲۱ + ۰ 

۵( ۷۱۵ ٩+ ۱۲ + ۷/2 - ۱ < ۱-2 4+ ۰/۴۱ 4 ۰۰ 
۶( ۷/۳۸۲ ۲۸ + ۴ 4 ۷/۳۲ - ۲۷ - ۵ ۰ 


۷( ۷/۴ + ۲ - ۴-۷2: ۸ 


ین 
:۷۵ << ۲/ 


۷۸ 


0 ۲( -۱/)6 ۲4 زوسن آي اه اس 


۳۵ ‌" 2 
سس جک # 
۱۲ ۲ ۱/۱ سل 


۶. به رادیکال‌های ساده قیال کت 


۱) ۳ ۲( ۱۷/۲۷/۲ + ۰ 


ب 1 (۵ 0 (۴ ) ۴ ۷ 
»1 ۰/۰ ۳23 / 
۶۰ ۷۱/۷ :۱۷/۸۸۲۰ + ۰۱/۹۴ ۶۱ 
۴- ۲۵ 


۷۷ 6 و و را طوری پیدا کنید که داشته باشیم : 


۷۳ داد ۱۵/۳ + ۱/۲۶ 


۸ این معادله‌ها را حل کنید : 


نج 
 - ۲ ۳‏ 7 1 
تس یت . :۲ ده یت بت (۱ 
۷ 5 !| سر ۳ ۳ #۲ ز ۷ ۳ 
۰ اس ۳۳ 


1 
۵۵ 1 :۸ ۸ ۲ .۰ ۲ سب :۷ لت ۱ 
سس د اجه کم ( ۴ب 


۴ 1 ۲ ۱ -- 1 
+ ۶ + ۲ ۶+ ۴۵ و 
لد , ۲ 1 ۰( 5 
01 #ع #6 
یت 01 
۲ )0 -- 6 


۷۹ 


و ۸ 


۶ این دستگاه‌ها را حل کنید : 


ب مد ۶ ۲۲-۷ ۱ 


۱ 8 ۱ 

8 ورود به مطلب 
حاکم بر طیعت و جامعه. نمی‌توان از این عامل اساسی و تعیین کننده 
(یعنی حرکت و تغییر) چشم پوشید. دانش و ازجمله ریاضیات؛ قانون وضم 
نمی‌کند ؛ کار دانش کشف فانون‌هایی است که در طبیعت و جامعه وجود دارد؛ 
نه اختراع آن‌ها. اگر بخواهید به قانون رشد یک گیاه و یا روند تکامل یک 
جامعه یی ببرید؛ نمی‌توانید در اتاق خود بنشینید و؛ تنها با مراجعه به «ذهن! 
و «خرد» خود به آن‌ها پی ببرید باید موضوع مورد علافه خود را مورد مطالعه 
قرار دهید از گذشته و حال و شرایط وجودی آن آگاه باشید و بسیاری از 
پیچیدگی‌ها و کمبودها را به محک آزمایش بزنید: جنبه‌های گوناگون موضوع 
را با هم مقایسه کنید و ... تا بتوانید با بخشی از قانون‌های حاکم بر آن آشنا 
شوید. 
هر پدیده طبیعی در حرکت است و تغییر می‌کند ولی تغییر آن به تغییر 
بدیده‌های ۳ بتننتگی دار د و خود موحب تعس در یدیده پا پدیده‌های قایگر 
۱ پیش از آغان ان تین بای فز فزیاضیات مخاسداق ان شعختهاق, ۱۳۹ بر 12 


را ببینید. 


۸ 


می‌شود. وفتی درجه حرارت هوا تغییر کند؛ بلندی ستون جیوه در گرماسنج 
هم تغییر می‌کند؟ هرچه بیشتر در آب فرو رویم؛ فشار بیشتری را از طرف آب 
بر بدن خود احساس می‌کنيم؛ اگر شيشة بسته و پر از نوشابه را در «فریزر) 
یخچال بگذاريم با یخ زدن مایع» حجم آن زیاد می‌شود و درنتیجه» فشار 
بیشتری به سطح درونی شیشه وارد می‌کند که می‌تواند موجب خرد شدن آن 
بشود؛ با تغییر طول شعاع؛ سطح جانبی یا حجم کره تغییر می‌کند؛ جای یک 
سیاره» بستگی به زمان مشاهده و جای مشاهده کننده دارد و ... 

وقتی در ریاضیات؛ ویژگی حرکت و تغییر را و بستگی بین پدیده‌های 
متغیر را در نظر بگیریم و بررسی‌های خود را؛ نه دربارهٌ کمیت‌های ابت و 
بی‌تغییر » بلکه دربار؛ بستگی مقدارهای متغیر انجام دهیم؛ گویند با «ریاضیات 
همراه با کمیت‌های متغیر؛ سروکار داریم . در ریاضیاتِ با کمیت‌های متغیر» 
به‌جای عددها و مقدارهای ثابت» به بررسی بستگی و رابطهٌ بین مقدارهای 
متغیر می‌پردازيم. 

ساده‌ترین مفهوم در ریاضیات با کمیت‌های متغیر» مفهوم رابطه و مفهوم 
تابم اشیتتا, 


چند مثال 

میال. ۱ : می‌دانيم طول ضلع مربعی؛ با عدد طبیعی 8 که کوچکتر از 
می‌توان بیان کرد؟ 

حل. ۱) طول ضلم مربع عددی است طبیعی و کو جکتر از ۴. بنابراین » 
طول ضلع مربع ؛ یکی از عضو های این مجیب ره اسنت: 


۳ اگر طول ضلم مربم را 1 بنامیم ؛ می‌توانیم بنویسیم : ی ح) . 


واد 


شکل ۱۱ 


عدد مساحت مریع؛ یکی از عضوهای مجموعه ‏ می‌تواند باشد؛ که 

در ان 
([۱,۴,۹) - "1 

و اگر عدد مساحت مربع را [ بنامیم می‌توانيم بنویسیم: ۲ 6 . 

۳ 
یعنی هر عضو مجموعهٌ . متناظر با عضوی از مجموعة ۲ است (شکل 
۱ 

بستگی بین عضوهای دو مجموعه ۷. و "() یک به یک است؛ یعنی هر 
عضو ۲ با یک و تنها یک عضو بستگی دارد و؛ برعکس» هر عضو () 
با یک» و تنها یک عضو بستگی دارد. می‌گویند: عضوهای دو مجموعة 
#۷ و "[ در تتاظر یک به یک هستند. 

این دو مجموعه را می‌توان در هم فرو برد و به صورت یک مجموعه 
نشان داد که در آن؛ هر عضو شامل دو عدد باشد» یکی معرف عدد طول 
ضلع مربع و دیگری معرف عدد مساحت مربع؛ به این ترتیب : 

((۳,۹) ,(۲۰۴) ,(۱ ,۱)) عد رم 


مجموعه / سه عضو دارد؛ هر عضو شامل دو عدد است که عدد سمت 


۸۳ 


چپ نمایندة طول ضلم و عدد سمت راست؛ نمایندهٌ مساحت مربع است. 
در این‌جا؛ هر عضو از دو عدد (یا آن طور که معمول است؛ یک زوح 
عدد) تشکیل شده است ؛ درضمن جای عددهای هر زوج را نمی‌توان با هم 
عوض کرد (به‌جز زوح اول؛ که دو عدد آن یکی است) ؛ مثلاً زوج [۴ :۲ 
نمی‌توان به صورت (۴,۲) نوشت» زیرا (۴,۲) به معنای آن است که مرب 
به ضلم ۳ مساحتی برابر ۲ دارد که درست نیست. به این گونه زوح‌ها ( که 
جای عددهای آن را نمی‌توان با هم عوض کرد) زوج مرتب گویند. مجموعهٌ 
7 سه عضو دارد که هر عضو آن؛ یک زوج مرتب است. اگر هر عضو / 
ابا (2:1) نشان دهیم. باید ۵ عضو مجموعةً ر و 1 عضو مجموعة 1۳ 
باشد. 

می‌بينيم» رابِطهُ بین طول ضلع مربع و عدد مساحت آن را توانستیم هم 
به پاری نمودار ول (در مجموعه‌ها) و هم په یاری مجموعه / که شامل 
عضوهایی به صورت زوج‌های مرتب است» نشان دهیم. 

مجموعه‌ای که شامل زوج‌های مرنب باشد» یکی از بهترین وسیله‌ها: 
برای نشان دادن رابطه یا کی قیزت اح متغیر است» به ویژه وفتی که تعداد 
عضوهای این مجموعه (یعنی تعداد زوج‌های مرنب) محدود باشد. 

اگر» همان طور که پیش از اين قرار گذاشتیم؛ 2 را طول ضلع و ۷ را 
عدد مساحت مرجم بگيریم؛ می‌توانیم بگوییم که مجموعة 2 از سه زوح 
مرتب (۷::) تشکیل شده. به نحوی که 


۳ لا و 9 1 


همچنین می‌توانستيم رابطة 7 و ۷ (طول و مساحت مربع) را به یاری یک 
جدول نشان دهیم : 


۸۴ 


۲ روش دیگر نشان دادن رابطهٌ 2 و ۷ 
روش نموداری؛ یعنی استفاده از دستگاه 
محورهای مختصات است. اگر محور 
افقی را محور معرف طول ضلع مربع و 
محور فائم را معرف عدد مساحت مربم 
بگیریم؛ نقطه‌های ۸ و 7 و ۲ در شکل 
۲۳ معرف رابطه بین طول ضلع و عدد 


بش : | 
اه 
19 


۱ ۳ وقتی 7 را معرف طول ضلع و 7 را معرف عدد مساحت مربع بگیریم 
می‌توان رابطه بین ‏ و 7 را به این صورت نوشت : 


۴ و س ‏ [ و < ۷ 
۱ 


ین را رابطة دستوری (یا رابطة فرمولی) بین ۸ و گویند. 
در این مثال؛ مجموعه ۷ را حوزه تعریف 7۲ و مجموعهٌ ۲ را حوزه 
نعریف ‏ می‌گویند و اين به معتای آن است که : (یعنی طول ضلع مربع) تنها 
می‌تواند یکی از عضوهای مجموعه *. (یعنی ۱ پا ۲ یا ۳) و عدد مساحت 
مربع» تنها می‌تواند یکی از عضوهای مجموعة ۲ (یعنی ۱ یا ۴ یا )٩‏ باشد. 
مثال ۲ . رابطة دستوری (يا فرمولی) بین عددهای درست ۶ و ۷ به این 
و رت فده اسكده ات : 


)۱( ۳ حح (۱ ت ارو )| 


مجموعه زوج‌های مرنب (۷+) را تشکیل دهید. حوزه تعریف ‏ و حوزه 
نعریف ‏ را پیدا کنید. آیا 3 و 1 در تناظر یک به یک هستند؟ نمایش نموداری 


رابطهٌ < و رز در دستگاه محورهای مختصات به چه صورنی درمی‌آید؟ 


۸۵ 


شکل ۱۳ 


)۲( 


جون 7 و ۷+ عددهای درستی هستند باید حاصل کسر سس عددی 
درست یعنی عدد ۲ بر ۱ - : بخش‌پذیر باشد. عدد ۴ تنها بر یکی از ۴ 
عدد درست ۰-۱ ۱۰-۳ و ۲ بخش‌پلیر است. 

اک ۷ عت ۱ -- ون آن وقت هاعت تاو ۳ اعد زو 

ای ۳- - ۱ - 0 آن وقت ۲-  <‏ و ۱- بت وا 

ار ۱ ۱ تن آن وقت ۲ د ۶ و ۱ س رو 

اک ۴ .۱ مد ان وفت ۲ اه و ۲ زو 


بنابراین؛ مجموعه زوج‌های مرتب (۰)2,۷ چنین است: 


و۳۹۳ بز اسسو؟ ) ات ,ب(0,۳)) ۸ 


حوزه تعریف :۰ عبارت است از مجموعهُ ([۲,۴ ,1۰,۲ -< . و حوزه 
تعریف ۷ مجموعة [۱,۳-) < ۲ است. 


۸.۶ 


در شکل ۱۳-الف؛ به یاری نمودار ون و در شکل ۱۳-ب به باری 
وهای ختصات» رابطه ین 7 و ۷ نشان داده شده است. در 


جدول زیر هم همین رابطه را می‌بینید : 


روشن است که : و ۰۷7 در تناظر یک به یک نیستند: به‌ازای ۲ -- عد ۲ و 
۲ < ۰7 یک مقدار برای 7 به دست می‌آید (۱-- < 1)؛ همچنین؛ به‌ازای 
ه < » و ۴ < * هم یک مقدار برای 7 به دست می‌آید (۳ < ). 

مثال ۲ . رابطه بسن 7 و ۰۷ با دستور 2 ۲ مشحص مایه تن تن 
جنبه‌های مختلف این رابطه دستوری را بررسی کنید. 

حل. روشن است که نمی‌تواند مقدارهای منفی را اختیار کند» ولی ۷ 
می‌تواند هر عدد حقیقی باشد. بناپراین ه < ۸ (حوزه تعریف) و ۳ > زا 
(حوزه مقدارهای ). 

در این‌جا به‌ازای هر مقدار مشت ۰ دو مقدار برای لا به دست مین ار 

اک ۲ هت ان وقت: اعد 7 

ار ۲ آن وقت ۲ زو 

اگر ۷/۱۰ د , آن وقت ۷/۱۰ (ز+ . ... 

به این ترتیب؛ در زوج‌های مرتب (,3)) به‌جز زوج (۰)*,۰ هر 
ه < 3 متناظر با دو مقدار ۷ است (که قرینة یکدیگرند)؛ برخی از 
عضوهای مجموعه این زوج‌های مرتب؛ در این‌جا داده شده است : 


ام رد ایگ) ب( ۴۲ ب(اسصی۱) بلاا) ب(عیع) بل که ۱۶ 
9 جر ]) ۵ ۱ 1 ۱ 9 دا ‌ 
مد 4۳ 4۲ 4+۱ 


۸۷ 


۷ در شکل ۱۴ -الف به یاری نمودار ون و در شکل ۴ب به پاری دستگاه 
محررهای مختصات تشان داده سلة استا. 


9 تابع 
در مثال‌های ۱ و ۲ و ۳ با سه نوع رابطه آشنا شدیم. در مثال ۰۱ 2 و ۷ در 
تناظر یک به یک بودند» ولی در مثال‌های ۲ و ۰۲ بین 7 و # تناظر یک به 
یک وجود نداشت. ولی این دو مثال هم تفاوت‌هایی با هم داشنند. یکی از 
تفاوت‌ها این است: در مثال ۰۲ هر 2 تنها متناظر با یک مقدار از ۷ است 
در حالی که در مثال ۰۳ هر : (به‌جز ۰). متناظر با دو مقدار ۷ است. 
اگر در رابطه‌ای بین 3 و 9 تناظر یک به یک وجود داشته باشد. (مثال 
۱ يا هر مقدار :۰3 متناظر با یک و تنها یک مقدار ‏ باشد. رابطهٌ بین 3 
و ۷ را رابطة تابعی یا به طور ساده تابع گویند. 
مجموعه زوج‌های مرتب 


زارت ؟] ب۳ ۰ ,(۴ ,۱- )4 و 


یی تابع اسنتا: مجمو عه عددیق 1 ,ه ,۱--) --66 ۶ حوزه تعریف یا دامنه 
تابع و مجموعه عددی و ور 2 "۳ حوزه مقدارها با برد تابع را نشان 


۸۸ 


((۱,۳۲-) ,(۴ ,ه) و(۴  4)-!۱,‏ و 


یک تابع نیست» زیرا زوج‌های مرتب (۱,۴-) و (۱,۳-)۰ به‌ازای یک 
مقدار ۱(2- د 2) در مقدار مختلف ل را (۴ << با و ۳ ت ۷) به ما 
می‌دهند. بنابراین؛ در یک تابع» اگر دق روج مرتب (۷۱,) و (5,1۲) 
وجود داشته باشد به معنای آن است که ۷۳ < 1/۱. 

همچنین رابطةٌ دستوری "2 < ا (برای عددهای حقیقی ‏ و )۰ یک 
تابم است. زیرا به‌ازای هر عدد حقیقی ۰5 تنها یک مقدار برای ۷ به دست 
می‌آید ( گر جه عکس آن درست نیست؛ یعنی به ازای هر مقدار مشت ۰1 
برای : دو مقدار به دست می‌آید و» درضمن. به‌ازای هر مقدار منفی ۷ 
مقداری حقیقی برای ‏ به دست نمی‌آید). در تابع ا ‏ ا8ن فلتقبفه قما 
عددهای حقیقی (مجموعه 10) دامنة تابع» و مجموعه عددهای غیر منفی؛ 
برد ۲ 

اندکی دفیق‌تر و به زبان مجموعه‌ها صحبت کنیم. 

۱ اگر دو مجموعة ۸ و ۸ را در نظر بگیریم و هر عضو ۸ ع » را 
متناظر با یک و تنها یک عضو ۸ 6 قرار دهیم گویند» نگاشت / از 


مجمو عه ۸ در مجیم له ۸ داده سنده است. در صمن هی بو یستل : 
۳ ۱ انز 6 
4 جد ۸ : یا ۸ ج<2 4 


عضر 1 ر نگارة عضسه ) در بخاشت / نامیل‌دانل و آن را به این صو رت 


هی توپستا ؛ 


۳۱۱ : را و 


در ریاضیات. بیشتر با مجموعه‌های عددی سروکار داریم و» بنابراین» تعریف 
کلی: بالا (برای نکاشت یک مجموعه در مجموعهٌ دیگر)؛ دست کم در 


۸۹ 


رنافیات مقنعاتی» کنغر مورد استفاده قرار مرگیرد:. بنابراین» بهش انست» 
تعریف را در مجموعه‌های عددی بدهیم (نه مجموعه به مفهوم کلی آن). 

۲) دو مجموعهٌ عددی 2 و ۲ را در نظر می‌گيريم. اگر هر عضو 
6 #. متناظر با یک و تنها یک عضو 1 6 ۷ باشد گویند 7 تابعی 
است از 2 و می‌نویسند: (۲)2 < ۷. در این صورت (7)2 < ۷ یک تابع 
است؛ مجموعهٌ ۸ دامنة آن و مجموعة ۲ برد آن است. 

3 و ۰۷ هر دو متغیرند: تغییر 3 در مجموعهٌ ۸ و تغییر ‏ در مجموعةٌ 
"1 متغیر ۸ را متغیر هستقل یا به طور ساده متغیر و متغیر 7 را متغیر تابع یا 
به طور ساده تابع گویند. 

در واقع» مجموعه ‏ (بُرد تابع) باید مجموعة همه عددهای به صورت 
(2)/ باشد که در آن ۸۲ ع 2. 

معمول است که دامنة تابع» یعنی مجموعة مقدارهای 2 (مجموعة 26) 
را با (/)(1 و مجموعة مقدارهای تابع یعنی مجموعهٌ مقدارهایی را که (:2) [ 
قبول می‌کند (مجموعهةُ ۲) را با ( )2 نشان می‌دهند. 

اگر ۷. > ,* متناظر با ۲ 6 .۷ باشد» می‌نویسند (2۰)] < .1. 

نمودار () < ۷ به معنای مجموعة همه نقطه‌هایی در دستگاه 
محورهای مختصات است که مبقضصیات آزها: برابر (()7 و 2) باشد به 
شرطی که داشته باشیم: ۸ ع 2 

تابع (2)  <‏ را؛ گاه تابع با ضابطةٌ (2)/ < ل گویند. در اين 
کتاب و جلدهای بعدی آن هرجا گفته شود: تابع (2)/ < ۰۷ منظور تابع 
با ضابطه ()/ < 7 است. 

برد تابع» بستگی به دامن آن دارد و بنابراین دستور پا ضابطة () | ع< / 
می‌تواند معرف تابع‌های مختلفی باسد. 

مثال ۴. یکی از عنصرهای اصلی هر ساختمانی» «تیر» است که می‌نواند 
چوبی یا فلزی باشد. وقتی دو سر تیر بر دو پایه تکیه داشته باشد. آن را تیر 


٩ ج‎ 


۳ 0 
۱ ۳۰۰9 


ی کت ۳ 


ساده و در حالتی که تنها یک انتهای آن متکی بر پایه باشد (مثل حالتی که 
در ساختن بالکون‌ها به کار می‌رود) تیر آزاد یا تیر طره‌ای نامیده می‌شود (به 
هر حال» تیر را تیر حمال یا تیر حامل می‌گویند). پیش از آن که از تير حمال 
ساختمانی استفاده شود باید مقاومت آن را ازمایش کرد جرا که تیر» زیر 
باری که باید تحمل کند؛ دچار خمیدگی می‌شود. 

بحث ما در این‌جا؛ دربارُ تیر آزاد یا تیر طرهای است. فرض کنید 
انتهای چپ تیر بر پایه‌ای محکم شده باشد و روی آن؛ باری به وزن ()۰ که 
به طور یکنواخت بر سراسر تیر اثر می‌کند؛ قرار داده باشیم. طول بخش آزاد 
ای بیس شبت رات کید هر جه شدت بار پیشتر 


یاسد » خمیدفی تب بیشتر می‌سود. . خمیدگی سر را دز نقطه‌ای به فقاصله بل ما 


که در انتهای چپ آن حساب شده (بدون در نظر گرفتن بخشی که در دیوار با 
پایه فرو رفته است) با ۷ نشان می‌دهیم (شکل ۱۵). هر نقطهُ 7 متناظر با 
یک» و تنها یک مقدار خمیدگی است؛ بنابراین خمیدگی ؛ تابعی است 
از فاضله 2؛ درضمن | > 2 > ه.بیشترین خمیدگی: در انتهای آزاد تبرء 
یعنی به‌ازای ! < .2 به دست می‌اید. نمودار تابع (ع 4 9۸ در شکل ۱۵ 
داده شده است. 

مثال ۵. تابع < ح< ‏ را در حالت‌های زیر بررسی کنید: 

الف) ۳ ع ۲ و ۷ ع ۷ ب) 4۵ 6 « و ۸ ع له ج) 
۲ > . > ۱+ د) ه < ۲ ه) ۷ 2 8 


٩ 


ی 
حل. الف) در این حالت» تنها با دو زوج مرتب سروکار داریم 
۲ ۱ 
6 9,8 + و زز(۱ ,۲ ,(۱:۲) 


در شکل و گونه‌های مختلف بیان این تابع داده شده است : مجموعه‌ای 
شامل دو زوح مرتب؛ رابطه دستوری؛ نمودار» در دستگاه محورهای 
مختصات ؛ نمودار ون؛ جدول. 


ب) تابع شامل چهار زوج مرتب است : 
((۷,۱] :(۱:۲) ب(۲دپاد) ,(۱-,<)] 
که در آن 
دامنه : (۱,۱,۲- ,1-۲ < (1 < ۸ 
و ۷ تس زاس ۳ 


خودتان روی دستگاه محورهای مختصات. نمودار ون و جدول تابع را نشان 
ذ هید . 


دامنه : ۲ >> خ > ۱ : 1 ع: # 


۹ 


جدول متناظر ( ,)۰ برای برخی مقدارهای ۰ چنین است : 


۱ 1 ۲ 
۷۱۷ ۳ و سوت 
ار سشکا 1 نم دار نابع ئ سح ۰1 برای ۲ > بز 4 > ۱ داده دّ سیدن | 0 
در صمن برای این تابع : 


دامنه : له ۱ اراد بر 
برد : اج > ۱ :۲ سد 1 


د( نمودار تابع در شکل ۱۸ داده سده ی 


۲ 
مب سس 0[ 
| 
یر 
دامنه 1 9 جر ۳ 
ظّ 
برد 1 ِ اد 8 مر ]1 


۳ 


ه) 2 می‌تواند همه عددهای حقیقی» به‌جز ۰ < 2 باشد؛ برای ‏ هم 
به‌جز ». هر عدد حقیقی دیگر به دست می‌آید: 


دامنه : ع 0 ,ه عو 1۳ 


برد : ع ۰,۷ عد ۷ 


شکل ۰۱۹٩‏ نمودار تابع را؛ در دستگاه محورهای مختصات» نشان می‌دهد. 

به این ترتیب» تابع وقتی مشخص است که دامنة آن معلوم باشند, اگر 
دز مساله ؛ #۹ برای ِ (متغیر) نداده باشند ) بایك دامنه (یعنی مقدارهای 
متغیر ) را در 1 (عددهای حقیقی) به حسابت آورد و همه عددهای حقیفی 
قابل قبول را جزو دامنه در نظر گرفت. 

پیدا کردن برد تابع (یعنی مقدارهایی که تابع ( ۷) می‌تواند احتیار کند) 
هميشه ساده نست و گاهی دشواری‌هایی به وحود می‌آورد. 

مخال ۰۶ دامنه و بُرد تابع با ضابطه زیر را پیدا کنید. 


۳ 
۲ و - و << /1 


۵ ۳ 


حل. می‌تواند هر عدد حقیقی را اختبار کند. 


دامنه : ۳ ۶ 


برای بیدا کردن برد تابم را این طور می‌نویسیم : 


به‌ازای 0 < ۰41 داريم: چ < ,1 


۳ ۱ 4 1 
برد را با روش دیگری هم می‌توان به دست اورد. داریم : 


( ۲ ) ۵ از میب ۷ یی یتآ 


٩ ۵ 


اگر بخواهیم عددی حقیقی باشد. باید معادله درجه دوم (*)۰ ریشه‌های 
حقیقی داشته باشد» یعنی مبین آن منفی نباشد : 


4 
داوس اس۳؟ س [ مج 


مثال ۷. دامنه و برد این تابع را پیدا کنید. 


حل. دامنه تابع عبارت ات از 0 ی سك 


ی 1 ۱ ۱ ۲ یر 
برای برد تابع داریم ۳ سس ۷ و می‌دأنيم عباوت 1۳۳ برای ‌ ی ۷ 


از ۲ بزرگتر و برای ۰ > 2 از ۲- کوچکتر است (مثلاً بخش نابرابری و 
ناممادله فیشخه.۱ ۲۵ مثال ۴ را .کر جلد دوم «ریاضیات محاسبه‌ای» ببینیل) . 


برد تابع : ۲ یا نت ک ۳ 


مثال ۰۸ برای تابع ۲ - / < رن دامنه و برد را بیدا کنید. 
حل. برای این که مقدار 7 حقیقی باشد باید داشته باشیم : 


وج( ۵/۱ چ و < او - ن 


برای این‌که حاصل ضرب دو مقدار مشت باشد» باید هر دوی آن‌ها مشت یا 
هر دوی آن‌ها منفی باشند: 


2 * # 2 ۰ > > 
1 

وس ات بو بو 

و > 1 و > !۲ 

تلت فس ‏ سینت 

۱۳۳ ۷ 


۶ 


بنابراین 2 تنها می‌تواند مقدارهای از » تا ۱ را قبول کند: 


فاهفته: ۱ج و > و 


برای پیدا کردن برد تابی در همان آغاز روشن است که 2 نمی‌تواند منفی 
باشد. ولی ایا می‌تواند هر مقدار مثبتی را قبول کند؟ داریم: 


۲ ۲ ۲ 3 
وا ار 0 


برای این که : عددی حقیقی باشد؛ باید داشته باشیم : 


> نج ه < ۱-۴ - ۸ 


۱ ۳ 


یس 


مقداری غیر منفی است؛ بنابراین نابرابری چ > "لا منجر به نابرابری 


۱ ۱ 
۲ 1 می‌شود : 


ِ ۴ ۳ 


تابع زوج و تابع فرد 


۱) تابم 1 رث حیو رابت مجموعه‌ای از زوح‌های مردب داده سلته ۶ 
۲,۰(۲) بل ایا | ان | عت | ب(ه ,۲ -- )1 2 


مرتب (1,:-) تبدیل کنیم» ] تخییر نمی‌کند. چنین تابعی را زوج گویند. 


تابعم (13/: وقتی زوح است که برای آن داشته باشیم: 
(2) < (2-)[ 


۷۲ 


۳9 ۳ - و ون ۲ حد ۳ -- (- ]و60 ۲ یت (2-)0 


همچنین» شکل ۰۲۰ نمودار یک تابع زوح را نشان می‌دهد. زیرا روی 
آن به ازای هر دو مقدار قرینة :۰2 یک مقدار برای ‏ به دست می‌آید. 
همین شکل ۲۰ به روشنی نشان می‌دهد که نمودار یک تابع زوج در دستگاه 
محورهای مختصات نسبت به محور 7 متقارن است» یعنی محور لا 
محور تقارن آن است: اگر صفحه شکل را روی محور 9 تا کنیم» نيمه 
راست بر نیمه چپ فرار می‌گیرد. 

۲) تابع با ضابطهُ 2 + ۳ < (2)/ (1 ع 2) را در نظر می‌گيريم. 
گر در این تابم» 2 را به - تبلیل کنیم () به ()- تبلیل می‌شود: 


()- ده - آه ع (ه-) + (ع-)- < (8-) 


چنین تابعی را فرد گویند. 
تابع‌های ۳ تک (7)/ و 27 517 ۲ ح ( )0 تابم‌های فرد 3 
ی 


٩ ۸ 


رن سس 


(۶0- < ست. < (ه-)/ 
| + ۲ 


(3)/- << ۲ ۱و ۲ - << (2- )۲۹۱0 عد (۲:-< )0 


همچنین» شکل ۰۲۱ نمودار یک تابم فرد را نشان می‌دهد: اکر حط 
راستی از مبداء مختصات بگذرانیم تا منحنی نمودار را در دو نَقطه ۷ و ۸1 
قطع کند» هم طول‌ها و هم عرض‌های دو نقطهٌ ۱ و ۸۸ قرینة یکدیگرند. 
بنابراین 

نمودار هر تابع فرد روی صفحه محورهای مختصات: نسبت به نقطه 0 
متقارن است: یعنی مبداء مختصات. مرکز تقارن آن است. 


4 عمل با (2) 

! نماد (7)2 را بخوانید: «اف 2». . حرف اول وازهٌ فرانسوی 
۵ به معنی «تابع» یا «عمل» است. وقتی می‌گوييم [؛ یعنی یک 
تابع و وفتی می‌گوييم (۰/)3 یعنی تابعی با متغیر .. 

(2)[؛ روی هم یک واژه و یک نماد است و با توجه به آن‌چه دیدید 
بی‌تردید دچار اين اشتباه نمی‌شوید که گمان کنید» گویا منظور؛ حاصل ضرب 


۱3 در ۷۳ ی 


۹۹ 


برای این که تابع‌های مختلف را با هم اشتباه نکنیم» از حرف‌های دیگری 
هم (به‌جز ) برای بیان تابم استفاده می‌کنيم : (9)2» (2): و غیره؛ یا 
(۰[۱)3 (۲)2[ و غیره. از نماد (2) يا (۳)2 برای نام‌گذاری تاب‌ها 
استفاده نکنید؛ زیرا این نمادها» برای بیان نوع خاصی از تابع به کار می‌روند 
که بعدهاء با آن‌ها اشنا خواهیم شد. 


1)2( < )۵ - ۱(۵ +۲۵ +۳۴ 


۵ 
۱ 


۰ ۴ عد ()] چت ۳ 


۷۰ ۶ :یو جک ۷ج 


ح 
۱ 


‌ 
ُ 


۳ بل اد (ع از ده 


که همه آن‌ها؛ تابع‌هایی خطی هستند. 

آیا به‌ازای ۱ -< »۰ باز هم تابعی مشخص به دست می‌آید؟ بله! به‌ازای 
۱ < »0 با تابع ۵ < (3)/ روبه‌رو می‌شویم که به آن تابع ثابت گویند. 
در واقع؛ در اين‌جا هم می‌توان متغیر 2 را در نظر گرفت؛ ولی چون ضریب 
آن برابر » است؛ به ازای هر مقدار حقیقی ۰ هميشه برای (2)/ عدد ۵ ) 
که مقداری ثابت است» به دست می‌اید. 

تابع ثابت هم یک تابع خطی است : اگر ۵ - (7)5 را به صورت 
۵ < [ بنویسیم» در صفحه محورهای مختصات» خط راستی موازی محور 
نها قفتبة_ قي آدل, 


۱ | لد :۲ ۱ 
مخال 5 یرای بای سب ۰ | 2 | ز مصاضبه کل 


۱ ۵ ۵ 


:])۳( )۵ ۰+ ۱( )۴ :۶)0( ۳ :۲)-3( )۲ ۱۶) 0 


۶ (۰۱/)۵ ۷ (۱+ ۸۱۶/۲2 (س )۰2 ٩‏ (۶)۶ 
حل. ۱) (۰/)۲ یعنی حاصل (7) به ازای ۲ < 7؛ بنابراین 


۱ ل ۲ < ۲ 
_ بسد اک 

تلد - ۶ 

| بل ۱ -- ۱ 

۲ ه -د ۱ < (-)؛ 
٩‏ اس نت بت 
1 
۱ لد م۲ 1 ع-۲۲ 


۳( ۱ 7 سوه (6). ۱ این جا؛ در وافم نقشض سٌّ در ۳ ۱ 
به » واگذار شده است؛ 


۷ ۳ 


٩ ۱( 4 ۱ ۲ 1-۳‏ )۲ ۱ ۱ 
لد - را +مو 9 
1( ۱( + 6) 

۶۸۱ 4-۱ (۲/۳۵ س 

سس سسس باق ۳۵ زج 

۳ -- ۱ ۲: 1 ۱ 

توجه کنید! وقتی با در دست داشتن (۰7)3 می‌خواهيم (۳2)/ را محاسبه 

کنیم» په معنای آن نیست که ۲ را با 2 برابر گرفته‌ايم. در این‌جا؛ منظور 

از (-۲)] 1 این اجه کی در (2)/ هرجا به بان برحوردیم» رف جای آن ۱ 
بگذاريم؛ به زبان دیگر نقش 7 را به ۳2 بدهیم؛ 


۱ 
۱ بل - مد ۲ 
سل ۲ ,۳ ۱ 
تست -() (۶ 
3 ۱ : 
۷ 


در (2)/ باید ۱ « 2 بگیريم (مخرج نمی‌تواند برایر صفر باشد). اکتون 
۱ ۱ هت 1 
که )1 را محاسبه می‌کنيم؛ باید شرط ۰ 7۶ 7 را به حساب اوریم: 


سس < (۱([)2 »)۰ آن وقت 


ره و تسس ب لاوز 


مب ۱ 3 
۱ ۳ + :۴۵ ۱۱ + ۲)۲ 
و۵ ۱2 کر )یت دس ید - (۱ +:)/ (۷ 
۲- ۴ 
۱ - ۵ ۳ ۱ - 2 ۱ - ۲۵ 
۴ -- ۲ ۳ 


| .- ۱ 
| - ۳ 
سا پا قرع هک بسعد , بی‌معنا 
نباشد) ؛ 
۱ 4 ۲ 
ف‌ جی ث | + ۲۸۶ 
س ی 1-۱ -  /۷/۸۵(‏ 
| - ۳ 


"اسقت. ۰ (۱-) + (۳ +32 _ 
2+۲۳ 7 (2-۱)-(۲2+۱) ۳ 
مغال ۰۱۰ اگر بدانيم ۱ + "2 < (۳ - ۰1)۲2 (1)2 را پیدا کنید. 
حل. برای ساده‌تر شدن عمل‌ها؛ فر ضص می‌کنيم : 


۳ + ! ۱ ۱ 
سدح م دا ۲۵-۳ 


مساله به این صو رت درمی‌آید : اگر بدانیم : 


هد +4 +2 ۱+ (ک) - ۸۵ 


۱ ۳ 


آن وقت (:3)/ را بیدا کنبد. و این به معنای آن است که در (*)۰ نقش / 


را به :2 بدهیم : 
۱۳ 
۴ 


مثال ۰.۱۱ اگر داشته باشیم: 


چم 3 ( ۳ 


مطلوب است محاسبة ((0)3)/ و (()!). 
حل: در آغاز یاداوری می‌کنیم که (۲)0/ و ()0 را به صورت 700 و 
۸ هم نمایش می‌دهند. داریم : 


و ی ی 


5 


فرض کنیم دو مجموعةه عددی ۲ و 1 در تناظر یک به یک باشند» یعنی هر 
6 ع ت متناظر با یک و تنها یک ۲ 6 و برعکس هر ۲ 6 / متناظر 
با یک و تنها یک 1 6 2 باشد. در این صورت گویند تابع (1)2 < » 
وارون پذیر است. تابع وارون (یا تابع معکوس) با تبدیل نقش ‏ و ل به 
یکدیگر در تابع (.)] < ۷ به دست می‌آید و با (2)" "۳ < / نشان داده 
می‌شود. 


۱ ۳ 


حل. اگر در ۱ + ۲2 < . 7 را به با و ل را به 2 تبدیل کنیم به 
۲۱ << 7 می‌رسیم : 


])2( < ۲2 + ۱, ۲۳ ۲)۵( < ۵ ۱ 


یادداشت. نقطهُ (/,۸)6 را در نظر می‌گيريم. اگر در مختصات نقطه 
۸ جای 3 و [ را با هم عوض کنیم» نقطهٌ (,0)/ به دست می‌آید. 
خط راستی که از دو نقطهٌ 17 و ۸7 می‌گذرد؛ بر نیمساز ربع اول و سوم 
عمود است زیرا اگر ضریب زاویة خط راست ۷۲/۷۲ را 7 بگیریم؛ داریم : 


ایس ان - 0 ۷-۷ 


تسس حد ۲۱ 
]) مت 7 رن 


4 اري زشوله وسط باره‌ حط راست ۱/۵ (نقطه ۳( روف نبمساز ) اول 


۴ سوم فرار دارد ) زیرا 


کی كت 7 
۲ ۲ 
بنابراین "/۰۸۷ قرینة ۸۷ نسبت به نیمساز ربع اول و سوم (خط راست 7 -< (ا) 
است.. 

پرای پید! کردن تابع وارون» 1 را به ۷ و ۷ را به 2 تبدیل می‌کنيم؛ 
بنابراین نمودار تابع وارون؛ قرینة نمودار تابع» نسبت به نیمساز ربع اول و 
سوم است. 

مثال ۰۱۳ وارون تابع 27  <‏ را با شرط ه < 5 پیدا کنید و نمودار 
آن را رسم کنید. 

حل. با شرط » < . تابع 27 وارون پذیر است و تابع وارون 


آن ؛ به صو زت ۷/5 مسج 1 ( 9 ضِ ( درمی‌آید. 


۱9۴ 


9 از . 
۱ رم 
۲ 1 
ام [ ۲ 
تن بر / 
ميت مت ات ۰ ی 
(_ !2/4 
7 ۳ ۱ 0 
شیک ۳۲۱۳ 


در شکل ۲۲ نمودار :2 < لا (ه < ») با خط کامل و نمودار 
۳/2 1۳ ان طر 7 به صورت نقطه‌چین داده شده است که» نسبت به حط 
راست : << (1؛ فرینه یکدیگرند. 


5 فاصله یا بازه 
تاکنون دامنةٌ تابم؛ یعنی فاصله‌ای عددی را که متغیر * می‌تواند بپذیرد» به 
صورت زا > 1 > ) با تم 7 و غیره نشان می‌دادیم. در این‌جاء با حند 


نماد» برای بیان فاصلهٌ تغییر متغیر آشنا می‌شویم. در ضمن, بهتر است به 
جای وارة «فاصله؟ ؛ ۳ واره فارسی (بازه) استفاده کنیم : 

:6,0 ع ۶ چد ] > 2 > ۱ 

ز(0 +6۱6 ۶ پا (6:۱) ع ۲ چ ]> هم > » | 


4+0۷[ 2 یا [6:۵) 6 2 چ و > ن« > » 


امه ,ه[ع »یا (۵0,ه) ع 2 جد » < » 


۱ 
۱ 
۱ 
بامه به] ع ۶ یا (0ه,م] ع « چ م < ن (۲ 
۱ 
۱ 


([۵ ,۵0 - [6 ۲ يا [۵,مه-) 6 2 چد ه > « 


۵ ه ۱ 


| ,۵0 - [6 2 یا (00,0-) 6 2 چ< ۵ > 2 (۷ 


( نماد بی‌نهایت است. بی‌نهایت عدد نیست» یک مفهوم است (به معنای 
بزرگتر از هر عددی). 

(ا ,ه) را بازة باز می‌گویند یعنی متغیر می‌تواند به 6 یا ۵ نزدیک شود. 
ولی برابر » پا 0 نمی‌تواند باشد؛ در حالی که 0 ,0 باز بسته است» یعنی 


معرف همه عددهای بین » و 0 و خود ۵ و ا است. 


+ مفهوم تابع در گذر زمان 
برای نخستین بار» یوهان برنولی (۱۷۴۳۸-۱۶۶۷) در سال ۱۷۱۸ میلادی 
نماد 7ص را برای تابعی با متغیر 2 به کار برد و در سال ۱۷۳۴ میلادی, لئونارد 
اولر (۱۷۸۳-۱۷۰۷) برای تابع از نماد (7)2 استفاده کرد که تا امروز» آن 
را به کار می‌بریم. 

ولی مفهوم تابع و تعریف آن» در طول زمان تغییر کرده و یا دقیق‌تر؛ 
تکامل یافته است. مفهوم‌های ریاضی هم؛ مثل هر پدیده و مفهوم دیگری 
در هر زمان» بسته به دانش و آگاهی‌های موجود تنظیم می‌شوند و با بالا رفتن 
دانش و آگاهی انسان؛ روز به روز دقیق‌تر و عام‌تر می‌شوند. 

اقلیدس ریاضی‌دان بزرگ یونان پیش از میلاد؛ برای تعریف نقطه می‌گفت : 
«نقطه چیزی است که بُعدی نداشته باشد». این تعریف راء ریاضی‌دانان بعد از 
اقلیدس تا دوهزار سال بعد پذیرفته بودند. ولی اگر دقت کنیم؛ اين تعریف» 
چیزی به ما نمی‌دهد. می‌گوید «نقطه چیزی است». چه چیزی؟ «چیز» یعنی 
چه؟ و سبس. از واه «بُعد» استفاده می‌کند» بدون اين که «بُعد» را تعریف 
کرده باشد. همین قدر یادآوری می‌کنيم که مفهوم «بعد» در دهه‌های اخیر 
شناخته شده است و با استفاده از منهوم‌های کم و بیش دشوار ریاضیات 
عالی ؛ تعریف شده است. تعریف اقلیدس از نقطه در وافع تعریف نیست 


۶و ۱ 


و» برای شناخت نقطه خواننده را به مفوم‌های مبهم (مثل «جیزه) یا ناشناخته 
(مثل «بعد») حواله می‌دهد. 

ا وقتی که اقلیدس در یکی از اصل‌های خود می‌گوید «کل از جزء خودش 
بزرگتر است»» با دانش ریاضی زمان خود؛ نمی‌توانست از مفهوم مجموعه‌های 
بی‌پایان استفاده کند و در دذهن خود؛ تنها به مجموعه‌های با پایان توجه 
داشته است. امروز می‌دانیم که باید این اصل را دقیق‌تر کرد و گفت: «گل؛ 
به شرطی که نامحدود نباشد؛ از جزء خود بیشتر است». در غیر این صورت 
و با پذیرفتن اصل اقلیدس» باید قبول کنیم مثلاً تعداد عددهای فرد یا تعداد 
عددهای اول ؛ از تعداد عددهای طبیعی کمتر است که البته» این طور نیست. 

اين را هم اشاره کنیم که هر حرف یا نظریة تازه‌ای» خیلی زود مورد 
پذیرش قرار نمی‌گیرد. ژرژکانتور را (که پایه‌گذار نظریهُ مجموعه‌ها بود) آن قدر 
مسخره کردند که دچار بیماری روانی شد. از آن ساده‌تر» وقتی رباضی‌دانان 
متوجه شدند که برای عددهای کوچکتر از صفر هم باید ارزش فایل شد و 
از آن‌ها استفاده کرد بسیاری از ریاضی‌دانان (از جمله فرانسوا ویت ریاضی‌دان 
بزرگ فرانسوی) آن را نبذیرفتند و وجود عددهای منفی را مورد استهزا قرار 
دادند. 

حتا برای دانشمندان دشوار است؛ دست از عادت سنتی خود در کارهای 
علمی بردارند و دیدگاه‌های تازه را ببذیرند؛ بذیرش اندیشه‌های تازه» شجاعت 
فکری می‌خواهد. 


" 
بستگی بین دو متغیر» مثل بستگی طول شعاع دایره با مساحت آن یا 
۳ سن سرت یک متحرک با فاصله‌ای که در زمان معسی می‌بیماید ) 
از همان آغاز) حتا برای ریاضی‌دانان مصری عیلامی و بابلی روشن بوده 
است؛ ریاضی‌دانان بونانی هم به این بستگی‌ها توجه داشتند» ولی یونانی‌ها 


۱ ۷ 


این بستگی را» روی شکل‌های هندسی دنبال می‌کردند. به پیروی از آن‌ها؛ 
ریاضی‌دانان ایرانی هم تا سده پانزدهم میلادی» پاية بحث و استدلال خود را 
پر هندسه گذاشته بودند و» گرچه ریاضیات محاسبه‌ای» مثل جبر و مثلثات 
را باید ارئیه ریاضی‌دانان ایرانی دانست» ولی در کل نتوانستند خود را از بند 
استدلال‌های هندسی آزاد کنند. نیوتون» ریاضی‌دان بزرگ انگلیسی هم؛ برای 
بیان بستگی دو متغیر از هندسه استفاده می‌کرد. 

فرما و دکارت» ریاضی‌دانان فرانسوی از مفهوم بستگی دو متغیر استفاده 
کرده‌اند» ولی برای نخستین بار» لایب‌نیتس بود که وارهُ «تابع» را» البته به 
صورتی محدود و نارسا؛ به کار برد (سال ۱۶۹۴ میلادی). انديشه لایب‌نیتس 
هم) بنیانی هندسی داشت و به مماس و قائم بر منحنی و بیدا کردن شعاع 
انجنا مربوط می‌شود. 

یوهان برنولی؛ شاگرد برجستة لایب‌نیتس؛ نخستین کسی بود که تابع را 
تعریف کرد : «تابم یک مقدار متغیر به مقداری گفته می‌شود که به ترتیبی 
از این .مقدار متفیر و. مقدارهای ثابت» درست. شده باشنه (۱۸۱۷). و 
لئونارد اولر» شاگرد برکار و نتابغه برتولی؛ این تعریف را اندکی دفیق‌تر کرد: 
«مقدارهایی را تابع گویند که بستگی به مقدارهای دیگری داشته باشند» .به 
نحوی که با تغییر دومی‌ها؛ اولی‌ها هم تغییر کنند» (۱۷۳۴). 

ولی هم اولر و هم سایر ریاضی‌دانان سدهٌ هجدهم میلادی» تابم را به 
صورتی می‌شناختند که بتوان آن را با یک دستور مشخص نشان داد. به نظر 
آن‌ها ۷/2 - ۲ < (3) یک تابع بود ولی 


اس > ) ۲ - 
۸ > ۲ 1 ()۶ 
۱ خر یا ۶و۲ 


و تاپع رف شمار نمی‌آوردند؛ جه رسد به زوج‌های مرنبی که برای آن‌ها 
دستوری مشخص » که ۹ بسن متعیر و تابع ۳ دشان شلد ) وود ندارد. 


بش ج ۱ 


به‌جز این از دیدگاه آن‌ها. با در نظر گرفتن (2)/ -- 1 باید بتوان نمودار 
آن و دار تا محورهای مختصات رسم کرد. 

ولی در همین سده هجدهم؛ با کشفی که دانیل برنولی (برادر بزرگتر 
یوهان) در زمنیه نوسان‌های سیم کرد دشواری‌هایی برای تعریف سنتی تابم 
بیدا شد. به تقریب همه ریاضی‌دانان بزرگ سده هچذهم ؛ در بحث مربوط 
مقدار تابع را بتوان به نحوی به دست آورد و لزومی ندارد که بستگی بین متغیر 
و تابع» با یک دستور (فرمول) مشخص شده باشد. (اين تعریف متعلق به 
زان باتیست فوریه ۱۷۶۸ تا ۱۸۲۰ ریاضی‌دان فرانسوی است). 

سرانجام یتر گوستاودیریکله» ریاضی‌دانان المانی (۱۸۵۹-۱۸۰۰) 
حرف آخر را زد و تابم را این طور تعریف کرد : 

امقدار متغیر ۷ را تابم مقدار متغیر گویند» وفتی که هر مقدار : 
متناظر با یک مقدار معین و منحصر به فرد 1 باشد!. 

تنها اصلاحی که در تعریف دیریکله وارد شد. این بود که؛ به جای اهر 
مقدار متعیر؛ بگویم (هر مقدار متغیر که متعلق به فلان مجموعه است؛ . 

به این مناسبت؛ بد نیست نمونه تابعی را که. دیریکله. مثال رده اسنت 
بیاوریم : 

وفتی 2 عددی گویاست ۱ | ۱ 
۳ ۱ ۳ . ۶ جس رخا 
وفتی ‏ عددی استت. ‏ 8 

این » یک تابم است ؛ ولی به هیچ وحه ؛ تن به نمودار نمی‌ذهد : در هر لحظه ) 
نقطه (2,۷) از روی محور 2 به روی خط راست ۱  <‏ می‌جهد و 
برعکس ‏ هیچ نقطه‌ای از آن به نقطه‌های مجاور خود ببوسته نیست. 


۰ از این مجموعه‌ها؛ کدام تابع است؟ از بین تابع‌ها کدام) تأابع 
وارون دارد؟ 


۳1 «رآُ/#) «(۵ ,۲) ,(۲ ۰ )) حد ۸ ۱ 
۱۱ باعت) (( + ) ,(۲-و۱ )1 و1 11 
:((۰,۳) ,(۱,۱) «(۳,۲-) ,(۵,۱-)) < 0 (۳ 


۶۱ مخروطی به ارتفاع برابر 2 در کره‌ای به شعاع برابر 16 محاط 
کرده‌ايم. اگر حجم این مخروط را ۷ فرض کنیم» آیا رابطه بین ل و :4» یک 
رابطهٌ تابعی است؟ 

۲ بهرام ٩۰‏ دقیقه را با سرعت ساعتی ۴ کیلومتر راه‌پیمایی می‌کند 
بعد» ۳۰ دقیقه استراحت می‌کند و دوباره ۶۰ دقبقهٌ دیگرء با همان سرعت 
ساعتی ۴ کیلومتر راه می‌رود. اگر طول راهی را که بهرام پیموده است» ۷ 
فرض کنیم و آن را تابعی از زمانٍ :2 فرض کنیم» ‏ را بر حسب 3 بنویسید 
و نمودار آن را رسم کنید (واحد زمان را ساعت و واحد طول راه را کیلومتر 
بگیرید). 


ی ۳ از این رابطه‌ها؛ کدام تابع اي ؟ 


ز(ه < و)آن >« (۶ ز(ه ک ه)۲* < ن (۵ 

۴ الف) دایره‌ای از سه راس مثلث 4۸/61 گذرانده‌ايم. مرکز دایره 

در درون مثلث وافع است. مجموعه نقطه‌های واقع بر محیط مثلث را 9 
مجموعه نقطه‌های واقع بر محیط دایره ر 1 می‌نامیم. مرکز دایره را به هر نقطه 
ع 7 وصل می‌کنيم و ادامه می‌دهيم تا محیط دایره را در نقطهٌ ۲ 1 


۱ ۱ ۵ 


شکل ۲۴ 


قطع کند (اين عمل را تصویر مرکزی نقطه‌های محیط مثلث بر محیط دایره 
گویند). آیا مجموعة شامل زوج‌های مرتب (۷ ,7) مُعرف یک تابع است؟ آیا 
با تابعی وارون پذیر سروکار داریم؟ 
دهبد. 
ال کدام یک از نمودارهای شکل ۰۲۳ یک تابع را نشان می‌دهند؟ کدام 
یک تابع وارون پذیر است؟ رابطه بین 2 و 7 را در هر حالت بنویسید. 
#۳ . باره‌خط های راست و موازی رز ۸ ۳ (]/) (۱(/ ک 4۳ 
می‌توان بین عضوهای + 7 و عضوهای ۲ 6 7 تناظر یک به یک برقرار 
کرد؟ 


پِآِ۳. آپن سك تابع ؛ جه تفاونی با یکدیگر دارند : 


۳ ۲ ۳ هب۳ 
۱ 4 یوب 3 

مقدار (۳۴۵۴۷۶۸۳۱۴)/ را با دقت تا یک صدهزارم تقریب پیدا کنید. 

+ دوزنقة متساوی‌الساقین (۸0 مفروض است (4۸۳ فاعدة 
بزرگگر و () قاعدة کوجکتر ذوزنقه است) و می‌دانیم : ۶ -- ۱۸۱ 
۱ < ۰ (/ طول ارتفاع ذوزنقه است) و هر ساق با قاعده بزرگتر زاویة ۳۵ 
درجه می‌سازد. حط راستی موازی با ساق 116 رسم کرده‌ایم تا قاعدهٌ (]/) 
یا ساق (۸1 را در 0 و قاعدهٌ ۸13 را در ( قطع کند. طول پاره‌خط راست 
(۸ را 7 و ساحت بخشی از ذوزنقه را که به دو خط راست (۸ و )۳۲ 
محدود شده است» ۷ می‌گيريم. تابع (2)/ < ۷ را مشخص و نمودار آن ر 
رسم کنید. 

۰. الف) آیا مجموع دو تابع زوح؛ تابعی زوج است؟ 

ب) می‌دانیم 1 ع ۰2 کدام یک از اي دو تابع زوج و کدام فرد است: 

(«-)/ - () (-) + (ه) ۶ 


+ [ هش | :۱۱ 
۳ ( )اف ۱ ۳ 02 


۱ِ۷. زوج یا فرد بودن هریک از این تابم‌ها را مشخصی کنید: 


نس ۲/۵ ع< (2)ز (۲ < (1)2 (۱ 
08 - ۲:۳۲ (:)۲ (۴ ۳ ۳۱۶ ( ۳ 
بد - ۳ ()/ (۶ بسح - («)ز (ه 


۶ نفتالین در حرارت ۸۰ درجه آغاز به گداختن می‌کند. نفتالین 
جامد را» که حرارت ۵۵ درحه دارد؛ گرما می‌دهیم» بعد از ۵ دقیقه» حرارت 
آن به ۸۰ درجه می‌رسد و آغاز به ذوب شدن می‌کند. ۴ دقیقه طول می‌کشد 
تا همه نفتالین گداخته شود. آزمایش را در لحظه‌ای فطع می‌کنيم که درج؛ 
حزارت: تلتالین گتاغتبه ٩۰‏ برند.. آگر نیرحب ها ود 
درجه حرارت نفتالین را با /! نشان دهیم تابع (:1  <‏ را مشخص و 
نمودار آن را رسم کنید. 

تشن ۳ ال ( ۱:۲ اد مطلوت: ای« 


٩()ن‎ + ۱(: ۱۰() - ۱(: ۱۱(/)-(: ۱۳(/۲)/)۸(( 


. 
۷ برای تابع‌های (:)/ و ()۸ که به صورت جندجمله‌ای هستند 


می‌دانیم؛ برای هر سول د حقیقی ۰ ارق برابری ها اشبخا 
(۱ + + )0 ع< (۱ ۲٩‏ - ۳ 
بات کت 7 و ۰0 دو تابع ثابت‌اند. 


11 


۵ برای مقدارهای حقیقی 3 می‌دانيم : 
۱ (۲- ۲۸ - ۱()۵ + ۳۵ - ۵) < (02/ 
مطلوب سینت ۳ 
۶ اگر 2 - "۵ (چش)/. مطلوب است (2/. 


۷ (7)/ تابعی است خطی و می‌دانيم ۲ < (۱-)] و ۵ < (۰). 
مطلوب است (2). 


۸ می‌دنيم چ- + ۵۳ (2 + 7)2. مطلوب است (). 


3 2 
۹ برای ۵ جر ) می‌دانيم : تشه نت (2)ص ثایت کنید : 


(۷)م(۲۵)0 ع ( - )ام + (ن + )ام 
#۹ می‌دانيم : 
۸ <- (. - ۱ + (۱ - )۲ 
مطلوب است () ل. 
۱ ()/ یک جندجمله‌ای است. ابت کنید» معادله به صورت 
و۹ ست ( ۳ دست کم یک ریشه دارد. 


سل < ()]. مطلوب است 


#۷ برای ۵ جر ۳ می‌دانیم 
(2). 
۳ () [ را پیدا کنید» به شرطی که بدانیم : 
2 - ۸۵ < ( - ۳۶)/۲ + (2 + ۲/۲۲ 


۴ #۸ معادله محور تقارن نمودار تابع ۲2 - ۲ << ۷ را بیدا کنید. 
ی ۸ . مطلوبت است مختصات مرکز تقارن نمودار تاپع‌های 


۷" 


۳ دایره و سهمی 


9 1 دایره 

۱ زیباترین شکل از شکل‌های روی صفحه. اندیشمندان یونان باستان» 
به پیروی از اندیشمندان بابلی (در سرزمین «میان دو رود»)» عیلامی (در 
جنوب و جنوب غربی ایران) و مصری (در شمال افریقا) و به‌ویژه افلاطون 
اندیشمند یونانی» زیبایی را در «تقارن» می‌دانستند. به این ترتیب» دایره؛ 
که متقارن‌ترین شکل‌هاست زیباترین شکل در هندسه روی صفحه شمرده 
می سد. 

ظرف‌های گلی و سفالی و چوبی (مثل کاسه و کوزه)» که از کهن‌ترین 
دوران تاریخ بشر به ما رسیده است» گرد ساخته شده‌اند» جرا که گردی 
هم زیباتر است و هم ساده‌تر به دست می‌آید ... و این شکل ساخت 
ظرف. تا امروز هم چیرگی خود را بر سایر شکل‌ها حفظ کرده است. چرخ 
درشکه و اتومبیل باید دایره‌ای باشد و» شکل دیگری برای چرخ» به سختی 
به تصور می‌آید. میخ» پیچ؛ چرخ دنده و حتا گنبدها و نمای پیش‌خوان‌های 
ساختمان‌های قدیمی» همه گرد و دایره‌ای شکل‌اند. خورشید و ماه کامل و 
ستارگان؛ در شکل ظاهری خود. یک دايرة کامل‌اند. 


۱۱ ۵ 


از این جالب‌تر» و شاید عجیب‌تر اگر در دشتی صاف و گسترده 
بایستید» جهتی را نشان کنید» بعد چشمهایتان را ببندید و به همان سمتی 
که نشان کرده‌اید» مدتی دراز حرکت کنید و» ضمن حرکت اثری در مسیر 
خود (مثلاً با گچ سفید) باقی بگنارید؛ به شرطی که حوصله داشته بشید و 
دست کم ۸ تا »۱ ساعت راه‌بیمایی کنید؛ وقتی چشمان خود را باز کنید» با 
شگفتی متوجه می‌شوید که روی محیط یک دايره حرکت کرده‌اید. وقتی با 
چشم باز به سمتی حرکت می‌کنید» دید شماء به طور مرتب مسیر حرکت شما 
را تصحیح می‌کند و روی خط راست نگه می‌دارد. 

«دایره؛ واژه‌ای عربی است؛ ولی از واه فارسی «ذوره آمده است و هنوز 
بسیاری از مردم ماء بشقاب را» «ذوری» می‌نامند. 


" 


دایره؛ تعریفی بسیار ساده دارد و با معلوم بودن مرکز و طول شعاع 
آن» مشخص می‌شود. به همین مناسبت» می‌گویند: دایره به دو عامل (یا دو 
پارامتر) بستکی دارد. با پرگار می‌توان دایره را رسم کرد زیرا نوک پرگار؛ مرکز 
و اندازه دهنهُ پرگار طول شعاع آن را معین می‌کند. 

دایره؛ با همه سادگی خود؛ ویژگی‌های بسیار دارد و مساله‌ها و قضیه‌های 
مربوط به دایره (چه در هندسة خالص و چه در «هندسة تحلیلی») بایانی 
ندارند. بنابراین» اشنا شدن با ویژگی‌های نخستین دایره» اهمیتی جدی یدا 
می‌کند و می‌تواند راه‌گشای ما؛ در حل بسیاری از مساله‌های دیگر باشد. 

۲ معادله دایره. فرض کنید (0,/1)دن مرکز و ۰1۲ طول شعاع دایره 
باشد. اگر (//,)/۱, را نقطهٌ دلخواهی از محیط دایره بگیريم باید داشته 
باشیم : ۸۸۳ < "|۸سنا و یا 


)- 0( +) - ( < (۱) 


۱۶ 


ره این برتیت ) اگر میختصات مرکز ِ طول سعاع دایره را در اختار داشته 
باشیم) به یاری برابری (۱) می‌توانیم معادله دایره را بنویسیم. این معادله را 
ین از سح 


» < 1۳ - ( - ) + (۵ - ) ع (2,۷)/ 


هم می‌توان نوشت. ترجه کنید : معادله دایره؛ تابع یست. در ضمن؛ وفتی از 
معادلة دایره صحبت می‌کنيم» منظور معادلهٌ محیط دایره است. 
هتالی ۱. عمادله دایره‌ای را بنویسید که ؛ مرکز آنء روی خحط راست 
۲ ۷ + 1 و به عرضص 1 /1 باشد و بر محور ۳1 مماس شود. 
حل. جون عرض نقطه نا مرکز دایره» در اختیار است و می‌دانيم» این 
مرکز؛ روی خط راست ۲ < ۷ + 7 قرار دارد» با قرار دادن ۱-- < ۷ در 
معادله خط راست طول نقطه با (مرکز دایره) به دست مر ار 


(۱س,۳ )ین :۳ د هچ ۲ اد ۱ 


مجوو ۶ الا بر ذاوم مصاس است: اگر ره زا تقطه تیاس 
بگیریم» طول | | < 70 برابر فاصله (۱-,۳)ب از خط راست  »‏ # 
(محور .") است. بنابراین طول شعاع دایره» برابر است با قدر مطلق 


عرض نقطه بن (جرا؟): ۱ < /؛ و معادله دایره» چنین می‌شود: 
م ٩‏ + ۲ +۶ + وج ۱ (04+۱) + ۳(۲ - ) 
مثال ۲ . معادلة دایره‌ای؛ به این صورت داده شده است: 
ستد خر سل ۲۸۸ اس و /) ۳ 


الف) مختصات مرکز و طول شعاع این دایره را پیدا کنید. 


ت#ب) از نقطه (۱--,۱--)۷۲/ دو مماس بر این دایره رسم کرده‌ايم. 
اگر شطه‌های تماس را 1۱ و 1۲۷ بنامیم ؛ معادله هریک از ضلم‌های شلث 
۲ را بیدا کنید. 

حل. الف) معادله دایره را می‌توان این طور نوشت : 


2۲ (۱-۱) + (۳ - ) 
و پنابراین اگر مرکز دایره را :) و طول شعاع آن را 1 بنامیم» داریم : 
| ۴ ([۱ ,6۳ 


ب) از هندسه می‌دانيم» اگر دایره‌ای به قطر پاره‌خط راست )12 رسم 
کنیم» در نقطه‌های 1۱ و ۰1۲ دایرژ مفروض را قطع می‌کند. مرکز دايرة 
به قطر باره‌خط راست )۰۸۷1 در وسط دو نقطهٌ 1 و ) یعنی در نقطةٌ 
(۰ ,۱)") قرار دارد و طول شعاع این دایره» برابر است با نصف طول پاره‌خط 
راست )1؛ پس 


(۳ 
۲ < -۱۸/0۱< ۱ 


۵ 2 ۱(۲ +۱) + ۱(۲+ ۳) 
پا در دست داستن میختصات مرکز ۲ طول شعاع ‏ می‌توان معادله دایره ر 
نوشت : 

ه < ۴ - ۲۷۵ - ارو + اي چت ۵ "رو + (۱ - و) 
برای به دست آوردن مختصات نقطه‌های 7۱ و 17 (نقطه‌های تماس) باید 
دستگاه شامل دو معادله دو دایره را با هم حل کرد (دایره‌ها را به نام مرکز 
آن‌ها می‌خوانیم) : 

هد ۶ + ۲۱ - و۶ - رود و : (/0) 


و سح ۴ - ۲۷۵۰ - رود ود 39 


۱ ۱۸ 


که اگر معادلهٌ اول را از معادلة دوم کم کنیم به دست می‌آید : 
و < ۵ - رز لد ۲2 ج< ه < ۱۰ - ۲۷ + ۴۸ 


و همین معادله » < ۵ - 1 + ۲2 معادله خط راستی است که از 7۱ و 1۲ 
می‌گذرد. در واقم مختصات نقطه‌های 1۱ و ۰1۲ باید در معادله‌های (/)) و 
()) و در نتیجه. در معادله‌ای که از تفاضل آن‌ها به دست می‌آید» صدق 
کند. تفاضل این‌دو معادله یک معادلهٌ خطی» یعنی معادلاٌ یک خحط راست 
است و؛ چون مختصات 7۱ و 77 در آن صدق می‌کند. بنابراین معادلهٌ خط 
راستی است که از این دو نقطه می‌گذرد (از دو نقطهٌ مختلف. تنها یک خحط 
راست می‌گذرد). معادلهٌ ضلم 1۱1۲ از مثلث ۱1۰۱۷ پیدا شد: 


ه < ۵ - ( 1 ۲ ۰ (1۱۲) 


اگر از معادله ۰7۱1۲ مقدار ‏ را» بر حسب 3 پیدا کنیم و مثلاً در معادله 
ختد وا مت وا بت نی ح< ۵ - ( د ۲۵۶ 


۱ ۱ - ۵ < /1 
0 ۴ - ۲ - اه + (:۲ -۵) ج ۰ ی وروت 


که از آن‌جا؛ به معادله درسحه دی 0 حح ۳۱ ِ ۳ _ ۵02 می‌زسیم که 
۷ ۱ 
جو زیشه: دارد :۰ ۲ و ح. با قرار دادن مقدارهای ‏ در معادلهٌ اول دستگاه؛ 


اکنون معادله‌های خط‌های راست ۱/7۱ و ۷۲۲ به سادگی به دست می‌آیند. 


۱ 


پاسخ. هم < ۵ - ۷ 4 1۱7۲(۲)؛  -۱‏ زا (ضلم ۲ )+ 
ه -- ۱ + ۳۷ - ۴۸ (ضلم ۸117). 

مخال ۳. نقطه‌های (۵-,۰۸)۲ (۱-,۶-)19 و (۲--,۳)) داده 
شده‌اند. معادله دایره‌ای را بنویسید که از سه نقطهٌ ۰۸ 13 و ) می‌گذرد. 

حل. راه حل اول. معادلة دایره‌ای را که از سه نقطهٌ ۸ و 7 و 60 
می‌گذرد؛ به صورت کلی در نظر می‌گيريم : 


<< 1 - (ا) + )0 : ) 


باید مختصات سه نقطه مفروض. در این معادله صدق کنند. در نتیجه. به 
این سك معادله می‌زسیم ۰ 
۲ - ( - ۵-) + ۲-۵(۲) 
چد ۲ -< ۲( -2۱) + ۲( ۶-) 
2 (-۲) + ۲( ۲) 
۲۷٩ << ۲‏ + ۱۰0 +۴۵ - ۵۲ د ۵ ا 
<< ۳۷ + ۲۸ +4 ۱۲۵ 4 8۲ + آبم 4 چد 
۲ << ۱۳ +4 ۴۸ - ۶۵ - ۲ د 6۲۲ 
اکنون» اگر معادلة اول را از معادلة دوم و معادله سوم را از معادلهٌ دوم کم 
نیم : یه این دستگاه دو معادله خی دومجهولی (با مجهول‌های 1) و /( 
تون ه 


سا 


مت ۱ 
۱ - | م - ۴ +4 0 + ۳0۲ 
با قرار دادن ۱- < ۲ و - < 7 در یکی از سه معادلهٌ دستگاه قبلی (که 
شامل ۸1 اتتیت 4 مقدار 1 به دسست فی آیل: ۵ -- | + و معادله دایره هو رد 


ِ- هم د ۱ 4 1 - ۲6۷ ۱ 


نظر» چنین می‌شود : 
۳ مخت ۲:۸ + ۲:۲ اد آرند آم چ ۲۵ عد ۱(۲ 4 )+ 1 + : ) 


و ۳ ۱ 


راه حل دوم. دایره‌ای که از سه نقطهٌ ۸ و ۶ و ) بگذرد؛ همان دایر؛ 


بخ بالق 290 انت. فک مای تسش سر لته بر از نی 
عمود منصف‌های سه ضلع مثلث فرار دارد. کافی است؛ معادله دو عمود 
منصف را به دست آوریم؛ مرکز دایره در نقطة برخورد این دو عمود منصف 
آسحت تاه 

عمود منصف ضلم 1 از نقطه ( ۳-,۲--)/) (وسط باره‌خط راست 
3 می‌گذرد و ضریب زاویه‌ای برابر عکس فرینهٌ ضریب زاویةٌ خط راست 
دارد. ضریب زاویهُ خط راست ]۸۸ برابر ك و بنابراین ضریب زاویه 
عمود منصف ضلم 113 برابر ۲ می‌شود. معادلهٌ عمود منصف ضلم ۸13 به 
صت زیت 

د ۱ (۱ - ۲۸۲ پ(ننا)) 

درمی‌آید. به همین ترتیب می‌توان معادلهٌ عمود منصف ضلع ۸ را به 
دننی:. آفود: (قطة ( 5-۶ 3 وسط ضلع ۷ و ضریب زاویة خحط 


مد ۸ + ۷۱+ : (یب 13 ) 


نبا مرکز دایره» نقطه برخورد دو خط راست ند") و نبا" است : 


1 سنه ۱ ۵ حد ۱ ند ۳ 1 
لیا چد ور ۳ 


۱ سب و ح- ۸ + ۷۱ د‎ ٩ 


فاصلهٌ نم تا یکی از راس‌ها؛ و مثلاً 4 مقدار شعاع دایره را معین می‌کند: 
۵ د ۱۲ + ۵-) + (۱+ ۲) |۸۸ سنا 


و بنابراین» با در دست داشتن مرکز و طرل شعاع دایره » معادله دایره به دست 


۵ اج ۱۱۲ ق] ند ۱(۰ علن) 


شکل ۲۵ 


٩‏ سهمی 

۱ سهمی چگونه شکلی است؟ به شکل ۲۵ توجه کنید. اگر فشار آب به 
اندازةُ کافی باشد و اگر از مقاومتی که هوا در پرابر حرکت آب ایجاد می‌کند؛ 
صرف نظر کنیم» مسیر حرکت آب در هواء به شکل سهمی خواهد بود. سنگی 
که به هوا پرتاب شود (به شرطی که این پرتاب؛ موازی سطح زمین و با عمود 
بر آن نباشد)» گلوله‌ای که از تفنگ یا توپ خارج می‌شود ابی که از یک 
فوارُ مایل فوران می‌کند» ضمن حرکت خود مسیری را می‌پیمایند که سهمی 
يا به قول نویسندگان ایرانی سد؛ پیش» شلجمی نام دارد. که در زبان‌های 
لاتینی» به آن «پاراپلل» گویند. 

قانون و مسیر حرکت جسمی که پرتاب می‌شود. خیلی زود شناخته نشد. 
ارسطو گمان می‌کرد» مسیر حرکت این جسم در آغاز مستقیم است و بعد از 
رسیدن به نقطة اوج خود؛ به طور قائم فرود می‌آید (شکل ۲۶). ريشة اصلی 


۱۳ 


این اشتباه» در این‌جا بود که ارسطو گمان می‌کرد اگر دو جسم را از یک 
بلندی به طرف زمین رها کنيم آن که سنگین‌تر است» زودتر به زمین می‌رسد. 
این گمان نادرست در تمامی دوران سده‌های میانه» مورد قبول بود و به 
دلیل آموزش‌ها و اعتقادهای نادرست اين دوران» کسی شجاعت یک آزمابش 
ساده را در این باره پیدا نکرد؛ چرا که هم» مشاهده و تجربه را قبول نداشتند 
(و آن را دخالتِ در طبیعت و کاری نابسند می‌شمردند) و هم مخالفت با 
آمو زش‌های ارسطو را؛ که استاد اول نام داشت؛ مجاز نمی‌دانستند. 


نخستین دانشمندی که» نزدیک به هزار سال پیش» این شیوه برخورد با 
دانش را رد کرد ابوریحان بیرونی بود. او اعتقاد داشت که باید محصول 
ذهن و انديشه را (حتا اگر با استدلال ریاضی و يا استدلال منطقی به دست 
آمده باشد). در صحنه عمل به آزمایش گذاشت و تنها وقتی آن را پذیرفت 
که» درستی آن» با تجربه تایید شود. ولی در اروپای غربی» در دوران تاریک 
سده‌های میانه. چنین نبود و شاید برای شما جالب باشد که بیش از ۵۰۰ 
سال بعد از ابوریحان بیرونی» ریاضی‌دان بزرگی جون کاردان (۱ ۱۵۷۶-۱۵۰ 
میلادی) که در ایتالیای دوران نوزایی (زنسانس) می‌زیست. اعتقادی به تجربه 


تاات تن 


در سده‌های سیزدهم و چهاردهم میلادی» جنان دشمنی با مشاهده و 
تجربه داشتند که وق زانق تیکون انعلیسیم:(۲ ۱۳۹۴-۷۱۲۱ مبلادی) » مشاهده 
و تجربه را» برای شناخت فانون‌های حاکم بر طبیعت ضروری دانست و خود 


۱۳۳ 


در زمینه‌هایی؛ و از جمله ویژگی‌های نور؛ به آزمایش پرداخت. او را به اتهام 
جادوگری دستگیر کردند و به زندان انداختند که تنها در سال‌های پایانی عمر 
و در دوران سال‌خوردگی خود توانست از زندان نجات بیدا کند. 

ولی حقیقت؛ نمی‌تواند هميشه پنهان بماند؛ نیازهای زندگی» عمل‌کرد 
قانون‌های حاکم بر طبیعت و پیشرفت صنعت. آدمی را» هر قدر کج‌اندیش و 
ذهن گرا باشد. وامی‌دارد تا به حفیقت تسلیم شود. 

در سال‌های سی سدهٌ سیزدهم میلادی؛ اسلحهة گرم و» سیس» توب 
ساخته شد و در جنگ‌ها مورد استفاده قرار گرفت. ولی گلوله به هدف 
نمی‌خورد. بنابر آموزش ارسطو » درست به سمت هدف؛ نشانه‌گیری می‌کردند ؛ 
ولی گلوله به جای دیگری برخورد می‌کرد. 

لتوناردو داوینجی (۱۵۱۵-۱۴۵۲ میلادی) هنرمند و دانشمند ایتالیایی؛ 
که زمانی به عنوان مهندس تویچی» به دوک میلان خدمت می‌کرد» خیلی زود 
درک کرد که تنها تصور و حتا اندیشیدن نمی‌تواند موجب کشف هانون‌های 
طبیعت باشد و تاکید می‌کرد: «در آن‌جا که نمی‌توانید از دانش ریاضی استفاده 
کنید و در آن‌جا که نمی‌توانید رابطه‌ای با عدد برقرار کنید؛ نباید به درستی کار 
خود اطمینان داشته باشید». 

تارتاگلیا (۱۵۵۹-۱۵۰۹ میلادی)» ریاضی‌دان فقیرزاده ایتالیایی؛ در 
برابر پرسش یک تویچی که از او برسیده بود: «با چه زاویه‌ای» گلولهُ توب را 
پرتاب کنیم تا بیشترین فاصله را بپیماید؟» پس از آزمايش و محاسبه پاسخ 
داد : با زاوية ۴۵ درجه». تارتاگلیا همین قدر متوجه شد که مسیر حرکت 
گلولة توپ؛ روی یک منحنی است؛ ولی به ویژگی‌های این منحنی نرسید. 

مسیر پرواز گلوله را سرانجام؛ گالیله پیدا کرد و ویژگی‌های آن را توضیح 
داد. وقتی کلوله‌ای از لوله توپ خارج می‌شود» زیر اثر دو نیرو قرار می‌گیرد؛ 
یکی نیرویی که از طرف توپ بر آن وارد آمده و آن را به مسیری روی یک خحط 
راست هدایت می‌کند و دیگری نیروی کشش زمین که آن را به سمت پایین 


۱۳ 


۱۳۶۹ ۱۳ (انتصوت 


مرح 8 کی گر ام ی ی ات 3 ۳ 
۱۳۶۸۱ ۱22 نت 5 مک مرا 
۱ ۱ 
۱ ی 2 ۱ 
9 سس ۱ 
رن که ۱ 
- ۱ 
ی ۱ 


۳ ۳ ِ ۰ ‌ 
مايا يمن ۳ س ی رد ۳ و 
۳ دا ای "مر ات < 0 رم 
و کی و دم مهد ی ی اي ی ات 
9 5 تک سا ان ار بت یج ۱۱ ول ی فا 


شکل ۲۷ 


می‌کشاند. ترکیب این دو نیرو موجب می‌شود هر گلوله روی مسیری منحنی؛ 
به نام سهمی حرکت کند (شکل ۲۷) 
۲ معادله سهمی و ویژگی‌های آن. شما سهمی را می‌شناسید. نمودار 


تا 
2 
(۱) [ 0 610 + 92 + هم ع لا 


یک سهمی را معرفی هي _کند ؛ و می‌دانید» اگر ری تابع را به صورت 


۱ ۹ , .۷ نت و۳ | 7 اج 
بنویسیم؛ نقّطه سچک | ده برای ه ۰06 بایین‌ترین نقطه 


نمودار و به‌ازای ۰ > ۰ بالاترین نقطهٌ نمودار است. نقطهٌ 5 را راس سهمی 
گویند. در این‌جا؛ راس سهمی؛ معرف می‌نیمم (برای ۰ < 6) و ماکزیمم 
یرای * ییا آستا 
#9 0 ۳ 
هم‌چسن ب حول زاین ۳ : ( که از راس سهمپی + مرازی مور 
1/ سم شود) مححد زر تقارن با یه طور سناده مج ز سیفی و 


در واهم ؛ 1 وتان محو رهای مختضات را طوری انتخاب کنیم که ) 


۱۳ ۵ 


شکل ۲۸ 


(۱) درمی‌آید و روشن است که اگر محور سهمی؛ موازی محور طول باشد؛ 


1 و ۰10 + بو + روم < » 


پیدا می‌کند که البته» یک تابع نیست. 

اگر عرض راس سهمی برابر صفر باشد یعنی اگر » < ۴۵۵ - را 
آن وقت راس سهمی روی محور 17 می‌افتد و خود سهمی بر اين محور 
مماس می‌شود. 

نمودار سهمی 6 4 0 + ۲ سا ی 0( را در حالت‌های 
مختلف» روی شکل‌های ۸ تا ۳۱ می‌بنید. در اين نمودارها» برای سادگی 
بیشتر» معادله را به صورت ۱ + (1 + 3)» < ا گرفته‌ايی یعنی فرض 


کرده‌ايم : ۱ 
۴6-6 1 
دورو سس « ۱[ 
// ۳ 


مثال ۴ . معادله وتر مشترک سهمی‌هایی را بیدا کند که معادله آن‌ها: به 


۱ 5 ۱ ۲ ی 
۳ +4 ۶۲ - 2 < 1 ,۸ - ۲3 < ۱ 


۱۳۶ 


ج ۷ 
+( + هه < رز 0 
< و ۱ << 6 
ج ن ۲ جر ۲۲ 
و ۲۱ ۱ ۵ ثر ۲1 
٩‏ سعتا 
۲ 4 0۳ ۰ < 0 
1۰ ۱ 0 ه ول" 
۱/1 


( ج با < را 1 و < ۵ وت 
ی کر 
ً/ ۱ ۳ ۱ ئ ۱ ۱ 


شکل ۳۰ شکل ۳۱ 


حل. وتر سهمی» یعنی پاره‌خط راستی که دو نقط آن را به هم وصل کرده 
باشد. دو سهمی وقتی وتر مشترک دارند که یکدیگر را در دو نقطهٌ مختلف 
فطع کنند. در این صورت. باره‌خحط راستی که این دو نطه برخورد را به هم 
می‌بیوندد» وتر مشترک دو سهمی است. 

برای بیدا کردن مختصات نقطه‌های برخورد دو سهمی معادله‌های آن‌ها را 
در دستگاه (شامل دو معادلهة دومجهولی) قرار می‌دهیم که منجر به حل معادلة 


۳ برع وت بو ۲ 
می‌شود که طول‌های نقطه‌های برخورد را به ما می‌دهد: ۱--,۳. با قرار دادن 


این مقدارهاء در یکی از معادله‌های دو سهمی» عرض‌های نقطه‌های برخورد 
به دست می‌آید : ۵ اه ست. بتابرای: گر نمطه‌های برخورد را ۸ و ۶ 


۱۳۷ 


بنامیم ) داریم : 
بت ,)۱310 ب[۰ ۱ )|۸۸ 


که از آن‌جا معادلهة خط راست ۸۸ به دست می‌آید : 


(۴) و ح< ل - ۱ د :۴۸ 


باره‌حطی از خط راست (*)۰ که بین دو نقطة ۸ و 11 قرار دارد» وتر مشترک 
دو سهمی است (خودتان شکل‌ها را رسم کنید). 

پادداشت: اگر می‌خراستیم معادله خحط راستی را بیدا تیم که از دو نمّطه 
برخورد سهمی‌ها می‌گذرد (و به مختصات نقطه‌های برخورد ۸ و 1۶ نیازی 
نداشتیم) ؛ با سادگی بیشتری می‌توانستيم به نتیجه برسیم؛ در معادله‌های 


1 


۴ دب رن بت ۲ ره 


اکر جملة درجه دوم را حذف کنیم؛ به معادلهٌ خط راست ۸/1 می‌رسیم 
(بگویید جرا؟). برای این منظور؛ معادله اول را از دو برابر معادله دوم کم 
می‌کنیم» ده و اسستا می‌آید. 


0 سد خر زد ۴:۲ جح ۶ لد :۴۳ < /1 


ولی توجه کنید» از این روش تنها وقتی می‌توان استفاده کرد که از وجود 
نقطه‌های بر خو رد دو سهمی ؛ اطمتان داسته باشیم. سهمی‌های با معادله‌های 


۳ب ۲۳ لا و ح< ۷ ,۱ + ام لش 


را در نظر زگ این دو سهیمیی ‏ نقطه بر خو رد ندارند + زیرا؛ برای بیدا کردن 
نقطه‌های بر حو رد دو سبیمی » به معادله دراه دوم 


۲ 
۵و سح ۲ لا ات[ 


می‌رسیم که ایشا حقیقی ندارد + بنابراین» سهمی‌ها ویر مشتری ندارنل. ولی 
اگر معادله‌های دو سهمی را با - جمع کنیم» به معادله 


۱ 1ج 2 


می‌رسیم که معادله یک خط راست است؛ ولی وتر مشترک دو سهمی نیست. 
سهمی‌ها یکدیگر را قطع نمی‌کنند؛ این خط راست هم هیچ‌کدام از دو سهمی 
را قطع نمی‌کند. 

دربارٌ پیدا کردن معادلهٌ وتر مشترک دو دایره هم اگر از اين روش 
استفاده شود باید همین نکته در نظر گرفته شود یعنی در آغاز اطمینان پیدا 
کنیم دو دایره یکدیگر را قطع می‌کنند (یعنی مطمثن شویم؛ دو دایره. وتر 
مشترک دارند) ؛ سپس با حذف جمله‌های درجه دوم بین دو معادله» خود را 
به معادله خحط راستی برسانیم که از نقطه‌های برخورد دو دایره می‌گذرد. 

مثال ۵. سهمی؛ محوری موازی محور ۷۷ دارد و در نقطه (۲ ,5۲ 
بر خط راست ۲ < 1 مماس است. اگر بدانيم» این سهمی محور ۳ را 
در نقطه‌ای به عرض برابر ۲- قطع می‌کند» معادله آن را پیدا و سپس نمودار 
ان را رسم کنید. 

حل. چون سهمی» محوری موازی محور عرض دارد» معادله‌اش به 
صورت : 

مج هم زا 


ات وفتی سبیحیی محد زر عر خی را دز ۳ ب عرص تن فطم می‌کند ) له 
معنای آن است که از نقطهٌ (۲--,1/)0 می‌گذرد. بنابراین؛ مختصات نقطهٌ 
۰ باید در معادله سهمی صدی کند: 


۲- << چم دوه مه < ۲ 
گّ معادله سهمی رد صو رت ۲ .-.- ۳۳ لت ۳ << ۲ درمی‌آید. 


۱۳۹ 


اف بت 
شکل ۲۲ 


سهمی از نقطة (۲ ,۲)؛ راس سهمی هم می‌گذرد. 


۲ + /۲- << 6ج ۲۵-۲ ۴۵4 - ۲ 
درضمن می‌دانيم» طول راس سهمی (یعنی طول نقطه د) برابر د« است : 


ط 
)سس ح< ز| خت ۲ حد سس 
۳0 


با برایر فرار دادن دور مقداری که برای 1 یه دست آمنه‌اسست» مقدار ا بیدا 


ت- 


9 
۱ << 6 چت ۳6- < ۲ + )۲ 


و از ان‌جا: ۴ < ۲ + »۲- - 0. 

پاسخ. ۲ - ۴ + "::- << ( (نمودار را خودتان رسم کنید). 

۳ خط راست و سهمی. خط راست و سهمی» نسبت به هم سه 
حالت بیدا می‌کنند. 

الف) خط راست» سهمی را در دو نقطهٌ ۸ و 1 قطع کرده است (شکل 
۲-الف). بنابراین» اگر معادله‌های خط راست و سهمی را؛ در دستگاهی 


شامل دو معادله دو مجهولی فرار دهیم باید دو جواب برای دستگاه به دست 


۱۳۵ 


آید. در واقع؛ اگر معادلهٌ سهمی را (2)  <‏ و معادلة خط راست را 
(ه)0 < با بگیریم» باید معادلاً (9)2 < (2) (که یک معادله درجه دوم 
است) دارای دو ريشة حقیقی مختلف باشد (یعنی مبین آن» مثبت شود). 

ب) خط راست؛ در نقطه‌ای مثل 1» بر سهمی مماس است. در این 
حالت» خط راست و سهمی. تنها یک نقطهٌ مشترک دارند و این به معنای 
یی که مساق ترجه نیم قآ عد اه جزای: تچ سر تروق 
برابر (یا یک ریش مضاعف) داشته باشد (شکل ۲۲-ب). 

ج) خط راست و سهمی نقطةٌ مشترکی ندارند. روشن است که؛ در این 
حالت» معادلاة درجه دوم  9)2(‏ (.)/ ريشة حقیقی ندارد (یعنی مبین آنه 
مقداری منفی است) شکل ۲ ۲-ح. 


) 


دربار؛ نقطه‌های مشترک دو سهمی و يا به طور کلی دو نمودار» می‌توان 
همین نتیجه‌ها را به دست اآورد. همیشه به یاد داشته باشید: ضمن حل 
معادله‌های دو نمودار؛ هر وقت به ريشه مضاعف برخورد کردید» به معنای 
مثال ۶. مرقعیت خط راست ۱ د ۰  <‏ را» با هریک از سهمی‌های 
ریز مشخص کنشد. 
۰ + ۳۵۲ -- ۳ < بو (۲ ۰سا ود نز (۱ 
7 4 ۲ لد 1 اا (۴ ۰ ۲2 4 ۳1 کل ۳1 
حل. ۱) دستگاه شامل معادله‌های خط راست و سهمی چنین است: 


او بخ مس ۴ب نف 


سید هد ازز 
۱ 3 < پا | 


۱۳۱ 


۲ باید این دستگاه را حل کنیم : 


۲ ند بیج ده چت ه اعد ۴ 4 :و۴ - ای بت 
1 27 ح< / 


۵ + ۲2 - ۲ <- / ۱ 
خط راست؛ در نقطه (7)۲,۳ بر منحنی مماس است. 


۳( داریم 


 < ۳۶۲ 4 ۲۵۶ + ۲‏ 
۵ و یچ ۲ + ۳ ۲ 


24-۱ جر زا 
نفازند: 


( باید این دستگاه را حل و بحث کنیم: 


۱ ۱ ۳ ۱ سس 
۱ هم ۱ ور د ۲۵ + آو چ ۶ 


مبین اين معادلهٌ درجه دوم چنین است: 


(17 - ۴۲ < ۴,۷ - ۸ << (۱ - )۴ -- ۴ -- لر 


و روشن است که: 

اگر ۲ > 7 آن وقت خط راست منحنی را در دو نقطه قطع می‌کند. 
مثلاً به ازای ۱ - 17 خط راست و سهمی در دو نقطه (۸)۰,۱ و 
(۱-,۲-)13 به هم برمی‌خورند؛ 

اگر ۲ < ۰ مبین معادلهٌ درجه دوم برابر صفر می‌شود و در نتیجه 
خط بر سهمی مماس است : در نقطهٌ (ه ,۱-) 1 

اگر ۲ < ۰7 آن وقت به معادلهٌ درجه دومی با ریشه‌های موهومی 
می‌رسیم؛ یعنی خط راست؛ نقطه مشترکی با سهمی ندارد. 


۱۳۳ 


+ تعریف هندسی سهمی. خط 
راست 4 و نقطه 7 را در بیرون خحط 
راست 4 در نظر بگیرید. از ]۰ عمود 
۸ را پر خط راست 4 رسم کنید و 
وسط باره‌خط راست ۸ ۲ را 5 بنامید. 
سپس» از نقطه دلخواه ] واقم بر 4 
به ۲ وصل کنید و نقطهٌ ۰۷ محل 
برخورد عمود منصب پاره‌خط راست 
0 ۳ با خط راستی را که از 17 موازی 


رسم شده است؛ پیدا کنید. 
همین رسم را دربارة نقطهٌ دیگر ) واقع بر 4 انجام دهید و نقطهٌ ۷ را به 
سا آهرزن: هریک از نقطه‌های د. ۸۷ و 1۷ از نقطه ۲ و خط راست ‏ 
به یک فاصه‌اند. 


۳۷۸۳ ف ۳۷ ,۰ ۸ میت ۳/0 اقا ۳ 5۹4 


از اين‌گونه نقطه‌ها» که از نقطهٌ ] و خط راست 4 به یک فاصله باشند باز 
هم می‌توان پیدا کرد: هر نقطه دلخواهی که روی ‏ انتخاب کنید» .نقطه‌ای 
متناظر با آن پیدا می‌شود که از نقطهُ 7 و خط راست ‏ به یک فاصله است. 
مجموعه این نقطه‌ها (که یک مجموعءه بی‌بایان است): یک سهمی را به وجود 
می‌آورند. به زیان دیگر : 

مکان هندسی نقطه‌هایی از صفحه که از نقطهٌ مفروض "۲ و خحط راست 
مفروض / به یک فاصله باشند؛ سهمی نام دارد. 

دی ینید کر راس سهمی و امتداد خط راست ]۵ محور سهمی 
است. نمطهُ ‏ را کانون سهمی و خط راست 4 را خط هادی سهمی گویند. 


۱۳۳ 


وقتی معادله سهمی در دستگاه محورهای مختصات» به صورت 
» + 0 4 62 تقد 5 

باشد» خط هادی آن؛ موازی با محور 22 است. 

منحنی سهمی » یک ویژگی جالب فیزیکی دارد: اگر پرتوهای نور موازی 
با محور سهمی؛ بر سهمی بتابد» در برخورد با سهمی می‌شکند و بازتاب 
آن. از کانون سهمی می‌گذرد. به همین مناسبت ریاضی‌دانان ایرانی (و از 
جمله ابولوفای بوزجانی) سهمی را آینه سوزان و کانون آن را اجاق نامیدند. 
اين نام‌گذاری به اين دلیل بود که» اگر آینه‌ای سهموی شکل را طوری رو به 
خورشید بگیریم که پرتوهای خورشید موازی با محور آینه بر آن بتابد» همه 
این پرتوها» ضمن بازتاب در کانون آینه به هم می‌رسد و اگر در آنجا جسمی 
فابل سوختن وجود داشته باشد» شعله‌ور می‌شود و می‌سوزد. 


۶ معادله دایره را با معلوم بودن مرکز آن ده و طول شعاع آن +7 


۹1 و ( ۷- 6 [۱ 
۲ و (۲- هنن (۳ 


۶ < 7 و (۶,۳-)ن  ۲(‏ :۵ < 
۳ < 1 و (۱,۰-)ن (۴ 3 < 
۷ دایره ۵ جت (۳ بت 1( سا ۳۷ فدتن 3( مفروضص است. روشن کنید 
هریک از نقطه‌های 
(۰ ,6۲0۱ :(۵:۷) :(۲--,۲)ظ :(۱-,1()۴ 
نسبت به دایره چه وضعی دارند» یعنی در درون دایره‌اند یا روی محیط دایره 


یا در یرود دایره؟ 


۱۳ 


۸ دایر؛ به مرکز (۵- ,۱۲ )س از مبداء مختصات می‌گذرد. معادلهٌ آن 
را بنویسید. 

٩‏ نقطه‌های (۷-,۱)۲/ و (۴,۳-)۸1۲ دو انتهای قطری از یک 
دایره‌اند. معادله دایره را بتویسید. 

۰ به قطر باره‌عط راستی از خط راست مه - ۶ + ۵ +4 ۱۲ که 
به دو محور مختصات محدود است؛ دایره‌ای رسم کرده‌ایم. معادله این دایره 
را پیدا کنید. 

0۱ دایره‌ای در مبداء مختصات بر محور 2" مماس است و در نقطه 
(۱-,ه) محور 7" را فطع می‌کند. معادله آن را بیدا کنید. 

۲۳ معادلة دایره‌ای را بنویسید که مرکز آن» روی محور "2 باشد و 
از نقطه‌های (۴۷/۲ ۸۶۰ و (۲۷/۵- ,13)۰ بگذرد. 

۳ دایره‌ای از نقطه‌های (۱--,۸4)۳ و (۸-,۴-)13 می‌گذرد و 
شعاعی به طول ۱۳ دارد؛ معادله آن را بنویسید. 

۴ معادله دایره‌ای را بنویسید که بر محورهای مختصات مماس باشد 
و ای نله ۲۱زا یکرت 

0۵ مرکز دایره‌ای که بر محورهای مختصات مماس است روی خط 
راست ۰ -- ۳ + - ۲۸ واقع است. معادلهُ دایره را پیدا کنید. 

۶ معادله دایره‌ای را بیدا کنید که از نقطه‌های ٩(‏ , )۰/۸ (۴,۵-)1] 
و (۵,۸)) بگرد. 

۷ دایره‌ای از نقطه‌های (۱۱-,۸۷)۴ و (۶,۳) ۸۷ می‌گذرد و مرکز 
آن روی خط راست » < ۱ - ما - 7 واقع است. معادله دایره را بیدا کنید. 

۸ دایره‌ای با دايره م ‏ ۴-۶۲ - ۶2 + ۲ +1 2 هم مرکز 
است و از نقطة (۶-,۸)۳ می‌گذرد. معادله آن را بیدا کنید. 

9 مختصات نقطه‌های بر خورد خحط راست ۱ + 7  <‏ و با دایره 
و < ۵ - ۱۶ + ۴ - ۲ + را بیدا کنید. 


۱۳۵ 


۰ تابت کنید. دایره‌های 


ه < ۲۷-۳۹ +۱۸۰ - + و وه < ۱۴4۴۹ ۱۲۲رد اج 


پر هم مماس‌اند. معادله مماس مشترک دو دایره را بنویسید. 

۱ موفعیت خط‌های راست ه < ۲ + 2-1 ه < ۴۷-۲۱ +۳ 
و ه < ۲ - رو - 2 را نسبت به دایر؛ ۵ < ۴۷ - ۸2 + ۲+ 2۲ مشخص 
یز 

۲ معادله قطری از دایرهٌ ۶ < ۱۴ + ۶۵ - آ + 2۲ را پیدا کنید 
که بر وتر ۲ < ۲۷ - 2 عمود باشد. 


۴ ابرة ٩‏ > ۲(۲ - () + مفروض است. وتری زاره از 


۴ معادله خط راستی را پیدا کنید که از نقطه (۳--,۲-)/۷ بگذرد 


و بر قايرة ۱۴۳ < ")1 بد مماس باشد. 


۵ موقعیت خطراست ۶ < ۷ نسبت‌به‌دایر < ۲-۸-٩‏ + ون 
چگونه ای ؟ 


۶۴ معادله یک سهمی جنین است: 


-- ۱۵ رو دوع ۳ 


۱۳۶ 


5۷ . این سهمی‌ها ر در دستگاه محر رهای مختصات رسم کل ؛ 


- :2 + 7 < 1 (۲ 4 - وت ۲ 
:۷ ۳۰ چ ز: (۴ ت زو ۳۱ 

۸ - ۱۲۵ - ۲2- ع و (۶ :۲ + 2۱-۲۵ (و (۵ 
۴ - ۵ - 2۲- < رز (۸ ,۶ ها - و اعد زز (۷ 
۲+ ود - و ٩(‏ 


۸ با جه شرطی معادله کامل درجه دوم 
۵ ح 7 بزم 3 8 + راجع 1 "رم + 3 


۱ معادله یک دایره است + ۲( معادلة یک سهمی با محوری موازی 


۱۹ . این تابع داده شده است: 


)۱( اه +ه۲- ۱(۵+ه) ع ۱ 


۱( در چه صورت. نمودار تابع (۰)۱ خط راستی است که از مبداء 
مختصات می‌گذرد؟ 

۲) به‌ازای چه مقدارهایی از » و » سهمی (۱) محور " را در نقطه‌ای 
به عرض 2-۱ قطع می‌کند و در ضمن. از نقطه (۵ ,۳-)۸ می‌گذرد؟ 

۳ » و ۵ را طوری پیدا کنید که سهمی (۰)۱ در مبداء مختصات بر 
محور 22 مماس باشد. 

۴ اگر بدانیم نقطهٌ (۳-,۱-), راس سهمی (۱) است؛ 4 و 6 چه 
مقدارهایی می‌توانند باشند؟ 

۵) می‌دانيم سهمی (۰)۱ از نقطهُ (۰ ,۱-)۷ می‌گذرد و محور تقارنی 
به معادله ۲ < 7 دارد. مقدارهای 0 و ۵ را بیدا کنید. 


۱۳۷ 


»۶ در حالتی که سهمی (۱) از میداء مختصات می‌گذرد؛ معادله مکان 
هندسی راس آن را بیدا کنید. 

۷۹( می‌دانيم سهمی ۱ محرر را در نقطه‌ای به عرضص 1 تس 
می‌کند. ثایت [ ی در این صو رت ا سهمی از نقطه ثابت دیگری هم می‌گذرد. 
مختصات این نقطه ثابت را بیدا کنید. 

در سهمی (۱) فرض کنید ۲- < ۵ و ۲ << . خحط راست 
۰ <- ل را در نظر می‌گیریم و نقطه‌های برخورد آن را با سهمی (در حالتی 
می‌نامیم. معادلهٌ مکان هندسی نقطه 11 را پیدا کنید. 

#) ثابت کنید خط راست ۱ + ۲: < 1 به شرط ۰ < 0 همیشه 
(یعنی به ازای هر مقدار حقیقی 0 سهمی (۱) را در دو نقطه فطع می‌کند. 


۰ معادله دو دایره داده شده است : 
< ۱۵ + ۱۰۷ - رد و وه ۵ + :۱۰ رد 


مساحت چهارضلعی ۲ ۷دب4/ نا را بیدا کنید. 
۱ دو سهمی به معادله‌ای 


۴۰-0 +4 آ- ع راو ۳+ ۲ - و ل 


داده شده‌اند. نقطه‌های برخورد دو سهمی را ۸ و 17 و مبداء مختصات را 
0 می‌نامیم. مساحت مثلث 0۸ را پیدا کنید. 
۲ ار نقطه‌های برخورد شهمی‌های 


۰-۱ + اج ع او ۱+ ۲۵ - ۲۵۲ < را 


۱۳۸ 


را 7 و ۸۷ و راس‌های آن‌ها را 9۱ و 57 بنامیم» مساحت چهارضلعی 
۷۷ , را محاسبه کنید. 
۳ را طوری پیدا کنید که خط راست ۱ + ۲۳ + 7 < 1 بر 
سهمی ۱ + ۳2 - ۲  <‏ مماس باشد. مختصات نقطهٌ تماس را بیدا کنید. 
۴ شثابت کنید خط راست ۱ - ۲۶ << بر نمودار سهمی 


۳ + ۲ بو ع< ۱ 


مماس است. خط راستی عمود بر این مماس در نقطه تماس رسم کرده‌ايم تا 
سهمی را در نقطةٌ دیگر ۸ قطع کند. نقطهٌ تماس را 7 و راس سهمی را 5 
بنامید و معادله ضلم‌های مثلث 5 ۸1 را بیدا کنیك. 

۵ دايرة ۱ < ۴۷ + "+ 2 و سهمی 2-۵ < [ داده شده‌اند. 
مختصات نقطه‌های برخورد آن‌ها و مساحت چهارضلعی را که راس‌های آن؛ 
در اين نقطه‌های برخورد است؛ بیدا کنید. 

۵ ممعادلهٌ سهمی را بیدا کتبد که قرینة سهمی 27 < ۰1 نسبت به 
نقطه ( ۲ ,۱ )نبا باشد. 

۷ سمسهمی. محور تقارنی موازی محور 77 دارد و می‌دانيم از 
نقطه‌های زیر گذشته است : 

۸)۱, ۱۳, 9)0,۷۰(, 6/۲ ۱۳۷۰( 


معادلة سهمی را بیدا کنید. 


۱۳۹ 


مثال ۰.۱ بین عددهای طبیعی از ۱ تا ۵۰۰۰ جند عدد بخش‌بدیر بر 
۷ و جود دارد؟ 


)۱( با ار ۱ ۱ ی ۱ ۱۷ 


آخرین عدد؛ از بین عددهای ۱ تا ۵۰۰۰ که بر ۱۷ بخش‌بذیر باشد) کدام 


است؟ از تقسیم ۵۰۰0 بر ۰۱۷ خارج قسمتی برابر ۲۹۴ و باقی‌مانده‌ای برابر 


۵20۰۰ << ۲٩۹۴ <« ۱۷ + ۲ 


که ان را این طور هم می‌تو ان نوشست : 


)۲( ...دی 
# - 


و ۱۴ 


روشن است» آخرین عدد طبیعی کوجکتر از ۰۵۰۰۰ که بر ۱۷ بخش‌پذیر 
است برابر ۷ *« ۲٩۳‏ (یعنی 0۴۳۹۹۸ می‌شود. اکنون می‌توانيم دناله عددیی 
(۱) را کامل کنیم : 


۱۷ ۷ ۶ ۲۷۰ ۳ ۲۷۰ ۳۵ ۱ ۱۱ ۲ 


این‌ها عددهای طبیعی بخش‌بذیر بر ۱۷ هستند که از ۵۰۰۰ تجاوز نمی‌کنند : 
مساله حل شد. در میان عددهای طبیعی از ۱ تا ۰۵۰۰۰ روی هم ۲۹۴ 


۵ ۵ و ۸ 


ولی به برابری (۲) بیشتر دفت کنیم. کسر سرت را؛ برابر با مجموع 
ِ ‌ ۱ 
دو عدد نوشته‌ايم: عدد درست ۲۹۴ و عدد کسری رب. می‌توانيم این طور 


۱ " ۱ و و ۵۰ ۲ تک ه و و 
بگوییم : ۱ بیس درست علد .رج" و ری بخش کسری عدد ۲۷ 


من کته 


این مطلب 1۳ در ریاضبات؛ این طور بشالن هي د شند . 


1 ت‌ اد 
سب ت ا اد عت 
۱۷ ۱۷ ۳ 


یعنی» برای بخش درست عدد (که گاهی به آن جزء صحیح عدد هم 
می‌گویند) نماد [ ] و برای بخش کسری عدد. نماد ( ) را در نظر گرفت‌اند. 
یادداشت . مساله مثال ۱ را می‌توان در حالت کلی مطرح و حل کرد: 
بین عددهای طبیعی اژ ۱ تا 41۱ چند عدد بخش‌پدیر بر :1 وجود دارد؟ 
(7 و ۰ عددهایی طبیعی هستند). 


19 1 
پاسیخ مساله ۳ است. بین عددهای از ۱ تا 11 به تعداد ۳ عدد 


وجود دارد که بر ۸ بخش پدیرند. 
1 تعر یف . » را عدد حقیقی در نظر می‌گیریم؛ در این صورت 


۱۳۱ 


الف. [6] (بخوانید؛ بخش درست عدد ۰/6 یعنی بزرگترین عدد درستی 
که از 0 بیشتر نباسد. 


|۵[ < ۵, ]-۲[ < -۲,]۴۸۱[ 2 ۴, 


۳۴ ۹ ۳ < ۳, ]۳[ ۳, 


ب. (0) (بخوانید: بخش کسری عدد) برابر است با مقدار مثبتی که 
از تفاضل [0] - » به دست می‌آید. 
در وافع داریم: 
(] - » < (م) ج (ه) + [»] > » 


به این جند نمونه دقت کنید : 


۷۰ - (۴۸۱) ,ه < ([۲-] ,ه < (۵) 


۱۳۱۹ زه ا/ ۱۳9۹ از 
ت۱۰ س يا ۱۳۵ 7 ]۷ 


۸۵۸۴۰ ۴-۵ -< (۴-) - 7- < (7-] 
۵ . ۲ ۱ ۲ ۲ 
جات [ ۴۸ < (۵-) ۳۸۱ ح< ۱1 ۳9 
به این ترتیب؛ عدد 161 همشه نماینده عددی غیر منفی است. 
۳ تابع ۳9 حد /۱ . تابع یا ضابطه 9 /آ برای همه عددهای حقیقی 


,# ( مجموعه عددهای درست) ات 


۱۳۳ 


اگر ۱ >* 2 > هد آن وقت 6 2 |هه] دز 

اک ۲ > > ۱ ان وفنت: ۱ ها ۱ 

اگر » > 2 > ۱-. آن وقت ۱- < [2]  <‏ و ... 

اگر ۱ +7 > 2 > 7 آن وقت ۰ < [۲(]2 ع ۲)؛ 

اگر 7- > > (۱ + 7)- آن وقت (۱ + :۲)- - |2]. 

بنابراین» برد تابع [2] < ۰ که گاهی آن را به صورت ()12 < ا 
هم می‌نویسند: در دستگاه محورهای مختصات. به صورتی است که 

۱) وقتی ۱ + 7 > 2 > 1 آن وقت نمودار |2] ۷ باره‌خط راستی 
از خط راست 7 < ۷ است؛ انتهای چپ این باره‌خط جزو نمودار است و 
انتهای راست آن جزو نمودار نیست؛ 

ددع [1 ب. ‏ رت سرد سب بانط زان 
از خط راست (۱ + 7)- < 1 است؛ نقطهٌ سمت چپ این باره‌حط جزو 
نمودار راست و انتهای راست آن جزو نمودار نیست. 

نمودار [] < ۰۷ به صورت «پلکانی» با بی‌نهایت «پله» درمی‌آید؛ به 
نحوی که ارتعاغ و عرض هر یله برابر واحد است. این نمودار در شکل ۳۴ 
داده شده است. 

۳ برخی ویژگی‌های [0]. 

ویزگی ۱. اگر 2 6 77 آن وقت [2] + 7۰ ع [2 + 7]. 

1 را عددی حقیقی فرض می‌کنيم که از عدد طبیعی ۱ + 7 کوچکتر 
باشد» ولی از عدد 1 کو جچکتر نباشد» یعنی 


۲۲ > 2 > ۱ )۱( 


روشن انعنین کب در این صورت سس اش اکنون اگر ۳۳ را عددی در سست! 
فرض کنیم» نابرابری‌های (۱) را می‌توان اين طور نوشت : 


۱۱ 1 ۰ > ۲ 1 7 > ۲ 1 ۶ ۱ 


وف 


شکل ۲۳ 


بعتی: 0 + 7۱ ع< |7۱ + | ؛ از آن‌جا که [2] < 1 بنابراین 
77 1 ۳9 - 171 ۴ ۳ 
مثلاً ۴ + [:2] < [۴ + ] و ۳ -[2] < (۲ - 8]. 


در تابرابری‌های (۱) بت ر بسن دو عدد مثبت گرفتیم ولی با استدلا لی 
مشابه» در حالت - > 7 > (۱ + )- هم روشن می‌شود که 


7 7 ,۱ + [2] < | + ]| 
مثال ۲. فرض می‌کنيم (13 < 6. اگر بدانیم: 


۵ - (ه + | +« 


حل. اگر ۸ بخش درنت علد || باشد: 


2 ۸6: 


۱۳۴ 


آن وقت ۵ + / < 5. روشن است که ۵ و ۱ > ۵ > ه. 


در این صوزت داریم : 


مج ا[۶+ه) +۸ ِ ۳ 


 ]۲۸۲+ ۲۵[ < ۲۸+ ]۲۵(‏ [۱۲۵ :۸ ع له + ] > [ه| 
بنابراین» برابری فرض؛ به این صورت درمی‌آید : 
۱۳۵ 1 ۳ : 
۸ ۱ 
دو حالت در نظر می‌گیریم : 
۱( ِ > ۰0۱ یعنی ۱ > - + وه بت [* + ۵]. در اين حالت: 
به برابری » < [۱۲۵ می‌رسیم که برای : > ٩‏ برفرار است. به این ترتیب؛ 
برابری فرض مساله برای > ٩‏ > » برفرار است. 


۳7 


۲ 2 < ۵ یی ۱ - 


بقلم 1 1 


ض 


۱ 
پاسخ. ‏ > ۰ < () > » یا ۱ > 4 2 (<] کر 
ویژگی ۲. برای عددهای حقیقی ۸ و ۷» هميشه داریم: 
۷ + [۸] < [7 + 7 
فرض می‌کنیم : 
0 + اه ۲4 << ۳ 
که در آن‌ها ,۸ : , ع ۰1 ۱ 6۲ > هون ۱ ار هن 


۱۳ ۵ 


با توجه به این فرض‌ها؛ خواهیم داست : 
۰ 2 [ل] ,۸ < [2| 
بنابراین 


۸+ ع [ن] + [2] 


مقایسه مقدارهای / : ۲ ۷/۱ ۰ ۳9 نشان می‌دهد که 
اگر ۱ > 7 + 0 > ۰ آن وقت 


+ («] > [ +« 
اگر ۲ > +۰ > ۱. آن وقت 
۱+ (0] + [] ع زو + ه] 
به این ترتیب» در هر حال داریم : 
اب) + («] < (ن + | 


مثال ۳ می‌دانیم ) سل ۵1 ت [۵7]. عبد درست )4 حه مثدارهایی 
می‌تواند باشد؟ 
حل. ۸ را عددی درست ۱ > ۸ > » می‌گيريم و فرض می‌کنيم : 


+۸4 << ۳ 
در این صورت ۲ <- || و ۵6 + ۵۸ < [۵]. 


۱۴۶ 


اگر 2 > ۵ > م آن وقت ۰ < [۵0] و 
۵12۱ < |۵2 


۲ اگر 7 > ۵ > > آن وقت ۱ < [۵0] و 


۱ + [»]۵ ع [ه۵ 


۳( اگر * > ه > > آن وقت ۲ < [۵0] و 


۲ + ]۵ ع< [۵7] 
۲ اگر < > ۰ > > آن وقت ۳ < [۵0] و 


۲ 4 ۵1 جج ۵ 


۲ 


۵) اگر ۱ > ۰ > 2 آن وفت ۴ [۵0] و 
۴ + |]۵ < |۱۵ 


پاسخ. » می‌تواند یکی از پنج عدد ۰۰ ۰۱ ۰۲ ۳ يا ۴ باشد. 

به طور کلی در برابری ‏ + []7 < [2«]» که در آن» 77 عددی 
دذرست و هشت است؛ » می‌تواند یکی از عددهای از ۰ تا ۱ - :1 را اختیار 

خودتان» برای حالتی که 1 عددی درست و منفی باشد» مساله را حل 

متال ۴. به‌ازای جه مقدارهایی از عدد حقیقی ۲: حاصل کسر 


1 
1 
سل زاس وچ 


برابر با عدد درستی می‌شود؟ 
حل. ۸ را عددی درست می‌گيريم و فرض می‌کنيم داشته باشیم: 
۷۸ 


و و ور 2 
اگر این برابری را نسبت به 3 منظم کنیم؛ به دست می‌آید : 
)۱( » > ۷ + ۱(۵ + ۵1) - آیوما 
این معادله به‌ازای » < ۰۸ ریشة ۰ < ۸ را می‌بذیرد. در حالت ۰ ۶ :1 
معادلة (۱) وقتی ریشه‌های حقیقی دارد که مبیّن آن منفی نباشد: 
م < ٩+۱‏ ۱۰۸+ ۳/۲- - ۲۸ - (۱+ ۵) - ۸ 
معادلة » -- ۱ + ۱۰ +4 ۳/۲ - دو ریشه دارد: 


۸ 1 ۵ ۸ -- (م 
بو یی پل 
۳ 1 
۸ عددی درست است. با توجه به این که ۷/۸ به تقریب برابر ۹ ۸ است؛ 


مقدارهای ۱ ۲ ۲ جنین می سوند : 


1 ۰ ۱ ۹ پد 
9 و ت سس اج رد 
۳ ۳ ۳ ۱ 
 ۱۱۰۸۲۹|‏ ۷۲۸۱ ها 

۹ ۳ هید ۳ جبه ۴ 


بتابراین؛ باید این نامعادله را حل کنیم : 
» > (۱()۸-۲ +) چد ه < (۱()۸-۳ +۳ 


۱۳۸ 


که برای آن به دست می‌آید : ۳ > ۷ > ۱-به این ترتیب /؛ یعنی مقدار 


کسنر ) می تواند برایر یکی از تج وت و ۱ ۲ با ۲ باسشد. 
اس 


نی تفا اس 2 ۳ , 6 (که باید از 
بان بش قت 
۳ بزرگتر باشد) نمی‌تواند پرابر ۱- شود؛ ولی 5 ّ 
وچون لت > بنابراین ۳ < 6 قابل قبول است. 


یه ازای این متذارهای ۰ برای ۷۸ به دواسستا مور ای 


۷ ۷ 
(آ/۷ 0/۲ ۶و ,۳ ,- ,۲ ,1۰ 7 


۳ 


۱ | ۱ 
[۳۵] < [2] + | + 2 
ب) اگر * عددی حقیقی باشد. اين مجموع را محاسبه کنید : 


۲۲-۱ سد و ۴ + 1 ۲ - 1 | لد ۳ 
ست +...+است |+| +| ۲ ۱ 


۳ 
حل. الف) دو حالت بیش من او 


با ۱ . 
۱ ۰ + 1 < « می‌گيريم که در آن ,2 6 ۸ و > ۰ > ۰. در 


این صورت داریم : 


5 ٍ 1 4 || ۱ - ۳ - 01 + ۱ + | - ۸۰: 


1 ۱ 
(چون 3 > ۰ > ۰ یس ۱ ۱ ۳ ۰ از طرف دیگر 
(۱ > ۲۵ > ۲۸,)۰ < |۲۵ + ۲] << |۲۸ 


۱۴۹ 


۲ ۰ +۲ 2 2 که در آن 7 6 و ۱ > ۵ > 2. داریم: 


.۳ ۳ 
۲+۱ - | + + مج + [:] + 3+ 


(در این سحالی ؛ 1 >> 6۲ حل. > ). در ضمن 
- [۵ ۳ ۳ 


ب) در آغاز یادآوری می‌کنيم که؛ جمله‌های این مجموع از جایی به 
بعد؛ پرابر صفر می‌شوند. فرض کنید ۱۰۰۰ -- 3 سه جمله اول این مجموع 


۱ ۴ بل ۱۵۵۵ ۱ ۲۱ + ۱:۵۵ ] ۲ + و و و[ 
۵ هه || ۲۵۵ ده اسیتت | و و۵ ت | تست 
۱ ۱ ۸ ۱ ۳ / ۱ ۲ ۱ 


ِ ۲ ۱۵ 5 ۲ 1 ۱۰۰۰ ۳ ۳ و۱ 
۲۴| ۱۰ 5 ۷ 


از این جا به بعد همهٌ جمله‌ها برابر صفر می‌شوند. مثلاً پرای جملهٌ (یازدهم) 


داریم : 
۱ "۳ ۱9 
۲۵۴۸۱ ۳ 


برای بیدا کردن حاصل این مجموع » از اتحاد مثال ۵_الف) استفاده می‌کنيم. 


۱ 
اتحاد را می‌توان به صورت [] - |۲] -< 1 1 ۳ نوشت. این اتحاد» 


و ۵ ۱ 


:۰ ۲۱ + 5 
با ار 


۰ ی 


3 ۲ # ۲ + و 
سس ۴۱ ]|[ 


| مب پع | سس چپ | <ر 
+ 

| #س.. ص | مس 

۸.4 با 
| ۱ 

ی | سا یم | هس 
۱ ۱ 

ات یی یی یی 

ی | 2 


[] به دست می‌آید» ولی 


مو رد نظر دز سشت! راست برابری ۷ 


چول تعداد جمله‌ها بی‌نهایت است و ۱ رتم بزرگ می‌ شود ؛ مقدار ا ِ 
برای مقدارهای به اندازة کافی بزرگ ۰10 برابر صفر می‌شود. درنتیجه 


#متال 5 مقدار 4 را ار این معادله به ات آو رید 


۶۵ + ۵ | 5 ۱ ۵: -- ۷ 
۸ ۵ 


۷ - :۱۵ ۱ 
حل. باید حاصل کسر سس پرافر تقلااغ فرمسقه باشن. ایش خن 


درست را ۷۱ می‌نامیم : 
۷ -- )۵ 


۰ ۷ تب ۵ ۱ 
تس رل 6 ...تست 
۱۵ ۵ 


۱ ۵۱ 


۵ + :۶ 
در نتیجه» مقدار کسر بت » بر حسب 40 جنین هی‌شود : 


(۷ + ۶)۱۵0 
۳٩‏ ۱۵ _ ۵+یه 
۳۰ 5 ۸ . .. از 


بنابراین ) معادله مفروض ‏ ره این صورت درمی‌آید : 


یت 
تحت .| سس 
۴۵ 


که در آن» » عددی درست است. از این‌جا باید داشته باشیم: 


۱۰0 + ۹ 


۱ 4 
ببه 3 ۳ 


که می‌توان آن را» به صورت یک دستگاه شامل دو نامعادله نوشت : 


۹ 1 ۱۰6 
۰ << 4۳۹ ۳۰۵ ۱ ّ ۳ 
و > ۱ --. )0 ۲-- 1 


۰ ۱ 1۳ ی 
معادله اول دستگاه به جواب سه ِ » و معادله دوم آن به جواب سچ- 0 


می‌رسد؛ یعنی جواب دستگاه چنین است : 
۱۳ ۳۳ ۱ 
سس > )> سس مس 
۴ " ۳ 


۱ ۱۳ 
ولی »» عددی درست است. بین عددهای فا ۳ تنها دو عدد 
درست وجود دارد: ۰ < » یا ۱ < ». با فرار دادن این مقدارها؛ به‌جای ۰0 


مقدارهای 2 به دست می‌آید : 


2 ۳ ۷ - :۱۵ ۷ "۳ ۷ - ۱۵۲ 
سا وچ اد سس ۰  -‏ تسس 
۵ ۵ ۱۵ ۵ 


۱۳ 


ی ۷ ۳ 
معادله معر و ضی ) دو ریسه دارد 1۸ حت الب ۸ حت ۲ب , 


آزعایگ: ریشه‌ها» درستی نتیجه‌ گیری را تایید می‌کند: به ازای 2 1 ) 


۳۹ ۳ 1 
۳ و به‌ازای م << 3 به دست می‌آید: 


یه ذدست می‌آید : ۵ << 


۴۹1 
۳ 


مخال ۷ نمودار تابع 2] + 2 < لا را رسم کنید. 
حل. تابع ممروض. برای مقدارهای مختلف ۰ چنین است: 
۲ مب و بح زا جح ۱ب 2.4 > ۲ 
۱ سس 8 ع< لا چد ه > و به 1 سس 
3 
۱ ع هد لا جد ۲ چه: وق > ۱ 
۲ لا ات ۲ ۳ 


نمودار تاب 2 + 1 << با در شکل ها ۲ داده شله اشت: 

مثال ۰۸ مسافری 7 روز و هر روز 2 کیلومتر پیمود تا به مقصد رسید. 
اگر این مسافر؛ روزی ۲۰ کیلومتر می‌پیمود و بعد از هر ۳۰ کیلومتر یک 
روز استراحت می‌کرد: زمان مسافرت او ۲۷ روز بیشتر می‌شد. مسافر جند 
روز در راه بوده است؟ (۰3 عددی درست است). 

حل. مسافر» برای رسیدن به مقصد. 2 روز و هر روز 2 کیلومتر در راه 
بوده» بنابراین طول تمام را برابر است با 2 کیلومتر. 

از طرف دیگر» اگر مسافر؛ در زمان بیمودن این "27 کیلومتر» بعد از 
هر ۴3۰ کیلومتر» یک روز استراحت کند» تعداد روزهای استراحت او؛ برابر 


۱ ۵۳ 


| #ر 
۱ 
۱ دسطط- 
1 ۱ 
۱ 
۱ 
۱ ۱ ات سس ۲ 
كِِ 
۱ 
۱ ۳ ۳ 
۱ ۱ 
ج ‏ ۳ 1 


شکل ۲۵ 
| ۲ 
۷ ۹ 
۱ 9 
در حالت دوم به جای 2 روزء ۳۷ + 7 روز در راه بوده» ولی ج 
روز آن را استراحت کرده است؛ بعنی تعداد روزهایی که در حرکت بوده پرابر 
ً» ۱ 
مت ات ۳۷ :مج 


۰ ۰ ۱ ۹ و ی ال ه 
و جول در هر رور ۳۰ کیلومتر بیموده است ؛ باید داشته باشیم : 


5 
)۱( ۳۹ ت اج - ۲۳ 0 ۳9 


برای بیدا کردن باید معادلهة (۱) را حل کنیم. این معادله» بعد از اندکی 


جابه‌جایی جمله‌ها؛ به این صو رب درمی‌آید : 
و ۲ ۳ 
۷ 4 از اد سب << اس 

1 ۳ 


۱۳ 


رومن است که باید ی تن عددی درست تاشل و درضمن » 


داشته باشیم : 


۳۷ 7 1 و ۱ 
۸ + و + اسب > > ۳۷ + و د اج 
و ۲ ۴ و ۲ 


این نابرابری‌ها را می‌توان به صورت دستگاه زیر نوشت : 


۳۲ 
بآ 


۳ ۱ 
وج ۱۴۸۵ - و۴ ۲ ۳ ۲ 3 ۳ 2 ۴ 
> ۱۵۲۰ س و۴ ۳ [ ۳ 


باید جواب مشترک این دو نامعادله را پیدا کنیم. ابتدا نامعادلةٌ اول را حل 


سک سس ۳.9 
۳ ۳ 


- 
۵ خر ۷۹۸۷ حجو)ز. ...۱۶۸۴ )۳ب 


تست ) ۲ ۳ 
لا یمیش سوه ور 


برای این‌که حاصل ضرب دو پرانتز مثبت باشد. باید هر دو پرانتز منفی یا 
هر دو پرانتز مثبت باشند. اگر بخواهیم هر دو پرانتز منفی باشند» به جواب 
کرحت که 7 می‌رسیم و در حالت مثبت بودن هر دو برانتز» جواب 
اه ۲ حم یه وی می‌آید : برای این‌که نامعادلة اول دستگاه برقرار 


باشد» باید داشته باشیم : 
(۲( میک ۱ ام وا بر رن دنر 


۱ ۵ ۵ 


به همین ترئیب» با حل نامعادله دوم به دست می‌آید : 
(۳ رس 


عددهایی در دستگاه ما صدق می‌کنند که با هر دو شرط (۲) و (۳) سازگار 


۱۵/۸ ات (۱ 


ولی از این جواب» عدد درستی برای 7 به دست نمی آید. 


رک .۳۹۸۷ (۲ 


بین دو عدد ...۲۹/۷۰ و ...۱ ۳۰/۸ تنها یک عدد درست وجرد دارد : 


۵ ۲. 
پاسخ. ۳۵ << 7 
مال ۰٩‏ این نامعادله و حال کنید: 


۱ ۵ 0 
۰ > +(2) 2 - (ه) 


حل. به یاد داریم که (:1) یعنی بخش کسری عدد 8 و یا» به زبان 


۳۹ مس ب] 2 ۳ 
0 1 فرض می‌کنيم. به اپن نامعادله می‌رسیم : 


ده > ۱+»۵- ۶۵۲ چد ه > 2 + م3 - ام 


و > (۱ -- ۱()۳۵ -- ۲۵ ) 


۱۵ 


برای این‌که حاصل ضرب دو پرانتز منفی شود باید یکی از آن‌ها مثبت و 
دیگری منفی باشد. اگر پرانتز اول , بت و ۳ دوم را منفی نوی به 


0 ۳9 
برانتز دوم منست است و مارا به این جواب .۳ 


۳ 2 ند سر 4 
تست 


9 
بنابراین» بخش کسری 5 باید بین تج و < باشد» یعنی 


۱ ۱ 
( ,۸ ع 1) 6 رک و2۳ 


۱۱۸ می‌دانيم ۱ > ۵ > ه. ثابت کنید: 


۵۷ <- [۵| + 1 ۰ 
ام تورکتر اسبی‌یا ۲ م۳1 


۵ الف) می‌دانیم ,۷1 از مقدار 4 - : را بیدا کنید؛ ب) 
می‌دانيم ( 1۷ < ([8). ۷ - 2 را پیدا کنید. 
۱ حاصل هریک از این مجمرع‌ها را محاسیه کنبد : 


- ]۷/۱[+ ]۷/۲[ + ۷/۳ +۰.۰ + ۷/۱۵: 


با ب ۲۳ ۳ - )+ 9 باس + 3 


7 و ۰1 عددهایی طبیعی و نسبت به هم اول‌اند درضمن ۱ < 17. 


۱۷ 


۲ . این معادله‌ها را حل کنید. 
:۰ <(۳ + 2] -(۲ - »] +۱ + 2] (۱ 

۲( |» + ۳[ - ] - ۵[ ۸: 

۲ + ماه( 

۱ 


- - ب 25 ِ 2 


۴ 


۱ 
:۴ < [2] (۷ :۴ < [ ت] (۶ 


۸( ]-2۲ + ۳۵[ ۳ + - ( 


٩( + 1 + ]2[ 


ِا 


* ۱۳۴ ( || 


|| + 1 بع ( ۷۱۶ 
۱ -< وم + «صنو]  ۱۸(‏ ره دی] ع [2 صنو] (۱۷ 

۰ عد [0: 609] + | «رزو] (۲* ه < [ه وی + 7 «زع] (۱۹* 
:- - | 05 + ۲ «رو] (۲۱ * 


-۷:۲ 4+ ۳ + ۴[ 


[2 ره - ۲] ۲۲ ۷ 
۳ این نامعادله‌ها را حل کنید: 


۶ > ۲ ۲ ۳ 
۴( ][ < ۲ / 1 


۰ ۶۱ [)5 -۲(ج) (۷ ه < ۶ +۷ - ۲[»] (۶ 


۱۵۸ 


۴ این دستگاه‌ها را حل کنید : 
20 (۳)۷ - (۲)۸ ۰ 2۸ []۲ + [«]۲ | 
۲ < ۴/۷۱ + (۲)2 ۱ 1 2۱ [ن] - [۳]۵ ۱ 0 


- ۱۸ ع< (۴ + « + 2] ۱ 


۴۱ ۱ 2[ + | - ۲( < ۵ - 3 


-- و - ۶ ح< [۳ + | 
۵ باده‌ای با سرعت ۵ کیلومتر در ساعت حرکت می‌کند و بعد 
از بیمودن هر ۴ کیلومتر؛ به استراحت می‌بردازد. هر استراحت او به‌جز 
استراحت چهارم؛ ۱۰ دقیقه طول می‌کشد و در ترقف چهارم؛ یک ساعت 
استراحت می‌کند. این مسافر» ساعت ۴ صبح حرکت کرده و نیمروز (ساعت 
۲) به مقصد رسیده است. مسافر چه مسافتی را پیموده است؛ به شرطی که 
این مسافت بر حسب کیلومتر» عددی درست باشد؟ 


۱( و‎ < 121: ۲(  ع‎ ]۲2[: . ۳(۷ < ۲]۵[ 
۴(  < )۲۵(۰ ۵(  < ۲)( 

مت | 2 تج 4( ۴ 

۷( ( < ]۷/2[)۰ > * > ۴(: ۸( ۷ < +][)-۲ > * > ۲(: 


۷ 1 عددی طبیعی است» ابت کند: 


۱۰۳ - 


۷۶ 1 . روگ صفحه محورهای مختصات؛ مجموعه نقطه‌های ( ۷ 2 ) 
را طوری پیدا کنید که برای آن‌هاء داشته باشیم : [ن] -< [:2]. 


۱ ۵٩ 


ِ تعمیم مفهوم توان و تابع نمایی 


5 مفهوم توان را می‌توان تعمیم داد 
در جلد اول «ریاضیات محاسبه‌ای». توان را به عنوان تکرار عمل ضرب تعریف 
کردیم : 


 )-۲()-۲( < ۴‏ (۲-):۵ ۲۵۱۷ ع< ه 


یینی» ضمن ثعریف» پذيرفيم که در ۰6۴ باید ۶٩‏ را عذدی طییمی بگیریم ت 
برای ما معنا داشته باشد. در واقم ؛ ار :7 عدد منفی یا کسری و يا صفر 
باشد؛ نمی‌توان» طبق تعریف. معنایی برای *4 بیدا کرد. 

یکی از ویژگی‌های ریاضیات این است که در طول تاریخ تکامل خود؛ 
همیشه توانسته است از تنگنای حالت‌های خاص» خودش را آزاد کند و به 
حالت‌های کلی‌تر برساند. وقتی مثل مصری‌ها: عبلامی‌ها و بابلی‌ها» مثلث 
با ضلع‌های به طول ۳ و ۴ و ۵ را مثلث قائم‌الزاویه بدانیم» حالتی خاص در 
نظر گرفته‌ايم؛ ولی وقتی می‌گویيم» برای مثلث با ضلع‌های به طول 6 ۵ و 
» اگر داشته باشیم حد و 4 آن با مثلثی فائم‌الزاویه سروکار داریم؛ 
حالتی کلی‌تر و عام‌تر در نظر گرفته‌ايم. 


۱۶ 


اگر بگوييم ۳ ۴ < ۴ « ۳. حالتی خاص را بیان کرده‌ايم در حالی 
که با بیان برابری » < 0 < 0 0 قانونی از ضرب را در حالت کلی‌تر خود 
اورده‌ايم. 

برای کلی‌تر کردن یک مفهوم يا یک فاعده دو راه در ریاضیات وجود 
دارد؛؟ ۱) اثبات قانون یا فضیه‌ای در حالت کلی؛ به پاری استدلال‌های 
ریاضی؛ ۲) تعمیم تعریف و تطبیق آن با اوضاع و احوال تازه. ولی در نوع 
دوم تعریف ‏ باید مرافقب برد که؛ تعریف تازه) با تعریف دیزی سازکار باشد ‏ 
یعنی در حالت‌های ساده و خاص هم. دشواری به وجود نیاورد. 


اکنون؛ برای تعمیم مفهوم توان» سه تعریف تازه می‌آوريم : 


ال ۳ 2۶۶۱ ۱ 


ایا این تعریف؛ فانون‌هایی را که دربارة توان خوانده‌ايم» نقض نمی‌کند؟ نه! به 
عنوان نمونه؛ می‌دانيم در تقسیم دو توان بر یکدیگر اگر بایه‌ها برابر باشند؛ 
خارج قسمت برابر است با توانی که همان پایه و نمایی برابر تفاضل نماها 
داشته باشد. اگر ۳ ع ۰0 7 < 17 و 77 و 7 عددهایی طبیعی باشند ان 


وقفت 


تعریفی که برای توان صفر یک عدد کردیم» با اين قانون سازکار است. 
می‌دانيم ؛ خارج یا حاصل از ۳ ی یی یل ۵ ۳ خودش ؛ بر ابر اتتتت با 
1 


ولی اگر طبق قانونٍ پایه‌های مشترک عمل کنیم : 
11-1 111 171 


م تحت 2 


۱5 


که طبق تعریف (۱) آن را برابر ۱ گرفتیم» یعنی همان نتیجه‌ای که از تقسیم 
یک لد ۳1 خودس یه اش تسیا می‌آید. 


(۷ 6 3,۷ ع 6) ,- < ۳ 6 (۲ 
1 


بنابر جنین تعریفی ؛ هر توانی که نمای منفی داشته باشد» برایر است با عکس 
آن توان به شرطی که نما را مثبت به حساب آوریم. 


۱ ۱ ۱ 
1 سب سس سس )| ۳۸ سحح. 7 سد - 
۸۱ ( ات ۵ 


این تعریف هم با قانون تقسیم توان‌ها (دربارة نماهای طبیعی) سازگار است. 
اگر از قانون تقسیم توان‌ها بیروی کنیم : 
۱ < ) 4 ۲ 


دم تتسد کچ 7 را 
73 2۰ 6 2 6 26 01 >2 6 


تعریف (۰)۲ برای نمای منفی» با تعریف عادی توان سازگار است. 
٩,7 62:7 6 (‏ 6 »6) ,۷0۳ < *6 (۳ 
سازگاری این تعریف با قانون‌های قبلی مربوط به توان 
اد ۳ و ۳( 6) 
۳ - ۳( 
ال .. ای یرما تاه نا رد خزمق تمای .قیال خالنق کیبری 
درآورید. 


» + ۲ ۳ 


1۱۳۹ ۲ 
)» - 


۷ 
( ۳ ب ۰09 ۸ 0 (۲ ی ۱۱ 
زر ان 


۱ 


له ای سا 
»2 بت 


| 
]تست 
تن 
۱ 
یس 
کنر 
ی 


-ب 


۲( ۶ ي ۱ مج 


ح< ۱ ۵ و و ه ه ار ن ‏ 


۱9 


۴ ۱-۲ ۳۵۲۵۳ « 3 ۳ ۳ ۱ 
۲ ث 


مخال ۲. این کسرها را به عبارت‌هایی تبدیل کنید که توان منفی نداشته 


با 9 


مه )اش 2۳ (۱ 


۲ ۱ 
۲( ۱۰2 9 2 1 ۳(۵ 0 ۳ + ۰ ۳ 


س ۳ بل 0 (۲ سا 4 "4 ۱ 


نا ست ۳( سل لد _ : 64 وی 
( +0 9 1 6۵) 4 
۹9 وچ كِ ۳ ۱۰2 (۲ 
7 
۷/3 
۳ ۲ ۳۵ ام + ۲ 0 (۳ 


"۳9 7 ») 
هثال ۳. این کسرها را با استفاده از نماهای منفی و کسری بنویسید : 


ان 
۳ ۲ بان ۳/۵ ۳1 


۱۶۳ 


یادداشت. در مثال آخر باید شرط‌های ۰ < 0 ه < او ه حدم 
برقرار باشد. در ۰۷/*0۲ اگر به تنهایی در نظر گرفته شود» کافی است » و 
| هم علامت باشند (۰ < 0») تا زیر رادیکال عددی منفی نشود. ولی وقتی 
۴ و ۷ را به صورت ۳» (یعنی . ۷/6۲) و ۲ (یعنی 6/) نوشتیم؛ 
هریک از مقدارهای » و 0 باید غیر منفی باشند (در ۰۷/۴ » می‌توانست 
منفی باشد ولی وقتی آن را به صورت ۷/6۳ بنویسیم» 0 نمی‌تواند منفی 
باشد). به همین ترتیب» اگر » منفی باشد» نمی‌توان "767 را به صورت 

وقتی فرجه رادیکال و نمای زیر رادیکال را بر عددی نقسیم مي‌کنيم: 
همکن است دامتة عبارت تغییر کند: ۷۲ برای هر مقدار حقیقی 4 قابل 
قبول است. در حالی که اکر فرجهة رادیکال (یعنی ۴) و نمای زیر رادیکال 
(یعنی ۲) را بر ۲ تقسیم کنیم. به ۷/0 می‌رسیم که تنها برای مقدارهای غیر 
منفی » قابل قبول است. 


۱.۴ 


در واقع» برای ساده کردن ۷/۵۲ باید نوشت: 

اگر » < ». آن وقت ۷/0 < ۱/6۲ 

اگر » > 6 آن وقت »--/ ۲ /۹. 

به همین ترتیب» وفتی بخواهیم عددی را (که ضریب رادیکال است) 
زیر رادیکال ببریم؛ باید به مثبت و منفی بودن آن توجه داشته باشیم : 


۲۷/۵ < ۷۲۲ < ۵ < ۷/۲۰۶ 


۲ت ح ۵ بت بد ۷۹/۵ 
۰ 02 ۱۷۵۲ ۱ 
سید 1 


۵ که و ۲ م۵ 


مثال ۰ 0 


1 
| ه << ) آات با 
1( 
7 5 
(۰ > ») رت سب 
اِ 
می‌توانستیم ) ده این صو رت ساده کنیم : 
(ه << ) تانق بر" 
]1 
ِ( ۱ 
و هه () اس ح سا جح بت ۱ 
(* > 6) 6 # 


۱۶ ۵ 


- چرس |(۲۷۵-ع- | «-۵ 


مد ۷/8 ون 9 


2۱-6 3(۲- )بت ۱+ ۲۷/۵ - ۱/۵ 


۳( 1 ۲ نشان می‌دهد که ۰ < 0 ولی در / ۷ 7 می‌تواند هر عدد 
حقیقی باشد بنابراین 


۳ برای ) < » و » < ۵ دو جواب مختلف به دست می‌آید: 


(۷ < ») ۱ ۱ ِ_ ۱ (و - ») 


(۱ > 0) ۱- 
مثال ۵. ساده کنید: 

۱( ۲۰/۲ - ۵۷/۸ + ۷۰/۵ + ۰ 

۲( 127-7۳ - 36+ [1-۶ 


۱۶۶ 


< ۱۷/۵۰ + ۷۰/۵ + ۵۷/۸ - ۲۰/۲ (۱ 
ج + + ۵/۳۲ - ۷/۲ - 
۵ ۱ 
۲ - ۵۷۲ +۷۲ + ۲۷۲-۱۰۷۲ - 


۱ 7 و ۲ ۳ ۷ 
۱-۵۷۳ +6 - 185-1۳ ۱ 


‌ ۳۹5 بت و 8 3 ۲ 
ِ سس ۲ ۷۳ 
۷۲ ۳6 
ی و مس ۲۳۲ 3 0 7۲ 
#نتد مامت ت۴۳ ره ولا سبط ۳ وه | مسب ۳ | بد 
بر و سفن 2" 1 )+۷۳ + 


۳( از عبارت مفروض درمی‌پابيم که ۷ عددی مثبت است؛ ولی * 


۱۶۷ 


اگر حاصل عبارت مفروض را ۸4 بگیریم» به دست می‌آید : 


۳۰ 0 1 ۱ 
,۱/۲۷۳ | بسانت ]۸ چته د ه (الف 


4 ۷ 2 

۱ ۲ 

ست لد 0 تست سب بت مت < ۸ چ- و > 2 (ب 
2 72 لا 


مثال ۶ به شرط ه < » و ۰ < 8 این عبارت را ساده کنید. 


۱ ۶ ۸ 


۹ تابع نمایی 


از این به بعد تکلیف ما با عددهایی مثل ۲۳ یا ۳-۴ روشن است: 


و 
۳ ۰ 
۳ سامت ۳۲ 


۳ ۳ 


ار در 
7۹ 9 ۷۲۲۸۵۸ ب ۷۷/۲۱ 


که در این‌جا متوقف می‌شویم زیرا راهی برای محاسبة ٩/۲۲۴‏ نمی‌شناسیم. 

ولی به هر حال با توجه به قراردادی که دربارة نماهای کسری پذیرفتیم» 
.۳۲۲ ی متا خلزوو ام ان سار آزانراه با قاس قلفراه: ملس 
کرد؛ گرچه هنوز اطلاعی از شیوه این محاسبه نداريم. 

با وجود اين؛ برای عددهای منفی» نمی‌توانیم نمای گنگ در نظر بگیریم. 
۲ (۲-) برای ما» معنایی ندارد. در واقع» اگر مقدار تقریبی ۲ ۷/۲ را برابر 
۴ بگیریم حاصل *(۲-) عددی مثبت می‌شود؛ ولی اگر ۷۲۱ را با یک 
رقم بعد از ممیز» یعنی ۴۸/۵ در نظر بگیریم» مقدار ۲(۷۲۲-) به تقریب 
برابر *(۲-) یعنی *(۲-)/۱ می‌شود که عددی موهومی است. 

در حالت کلی برای تابع *ه > لا (که به آن تابع نمایی گویند)» هميشه 


فرض بر مشت بودن بایه » است. 


۱۶ 


مثال ۷. نمودار تابم ۲۳ < لا را رسم کنید. 

حل. ۱) تابع ۲۶ < ن» محور ۳ را در نقطهٌ (۱ ,۰) قطع می‌کند. 

۲ پرای ۰۷ هميشه مقداری مثبت به دست می‌آید بنابراین نمودار تابع 
در ریع‌های اول و دوم دستگاه محورهای مختصات است. 


۳) وقتی ۰ < 7 مقدار تابع» به سرعت بزرگ می‌شود : 
ات زا ج ۲ ۲ ع<د با جب ۲ < ۸ ۰ چه ( <د ۲ ح ۳ 


۳ برای ه > ۰۲ وفتی قدر مطلق ۲ بزرگ شود مقدار ۷ به سرعت 


کوچک می‌شود : 
۵- - ۲ ۳- <- ۳ ۲ .۱ سوب 
را رم ]۳۰۰9 | ...۰ | 1 : 
۱( و7 ٍِِ/ ِث_ٍِِ/ 


بنابراین» نمودار تاپع در ربع اول دستگاه محورهای مختصات با آغاز از نقطه 
(۱ ,ه) و عبور از نقطه‌های (۲ ,۱) و (۲,۴)» با شیبی به طور نسبی زیاد؛ 
به سمت بالا می‌رود؛ و در ربع دوم دستگاه محورهای مختصات با آغاز از 
نقطهُ (۱ ,۰) و عبور از نقطه‌های )۱ ,۱-) و (۲,۶-) به طور دایم به 
محور 2" (در جهت "02) نزدیک می‌شود» ولی هرگز به آن نمی‌رسد. مثل 
این است که در ۰-۵60 با 077 ملاقات دارد. نمودار ۲۴  <‏ را در شکل 
۶ هی‌بینید. 

یادداشت. نیم محور "۵3 راء در ریاضیات مجانب منحنی تابع ۲۳ < ۷ 
گویند» یعنی نیم‌خطی که در «جنب» منحنی پیش می‌رود. 

اگر نقطه‌ای مثل ۰۸۱ با طول منفی» روی منحنی انتخاب کنیم و فاصلهة 
آن را تا خط راست :"۸ با / نشان دهیم؛ هر جه قدرمطلق طول ۸۷ بزرگتر 
شود» عدد ‏ کو جکتر می‌شود» به نحوی که اگر مقدار طول نقطهٌ ۸ به 
سمت 30 - برود» مقدار 6 به سمت صفر می‌رود. 


و ۱۷ 


۳ معهوم مجانب؛ تعریف دفق آن ۲ روش به دست آوردن آن ؛ در 
جلدهای بعدی «ریاضیات محاسبه‌ای»؛ بیشتر و بهتر آشنا می‌شوید. 


۹ این کسرها را» به یاری نماهای منفی و کسری» به صورت یک 


عبارت پنویسید : 


۲ - ۵۲ ۷ 1 ۳( +۷ 
و و ۷7 0 + 


۵ ۳۲ ۱ . حاصل این رادیکال‌ها ۳ بنو یسیل : 
مد (۲ ٩۷/۳۲۵۸۵۲۵۲:‏ (۱ 
سسسس اج ۱۷3۰۹ 0 
3 3 [7 
۵/6 ۱ 17 
۱ این عبارت‌ها را ساده کنید: 
۲۵۹۰۰۸۷۵ ۰۲۸ ۱۸۵(۲) (۱ 


۱۷۱ 


۳( ۴۲۴ ۰ ۴۹۶ ۰۴۹۲ + ۴۰ 


۲ کدامیک از عددهای مثبت » و 0 بزرگتر از دیگری است» به 


شرطی که 


۱۱ ۳ ۱ 
8 ک 8 (۳ :۰/۸۲ ۰۱۸۸۳ (۲ ۳۹ فا خد ۲ 1 ۱۱ 


۳ این معادله‌ها را حل کنید: 


۳-۱ ۳ ۴سس ده ۳ ۱ 
۳۹ ۳ ۰ 
< ی نس |( + ۲ < ۱۱:۳ 


۷۳۹ ۷ 4 ‌ِ تس ۹ لاد ۷ ۹ ه ۷ (۳ 
۲ 

۱ ۷ ۴۳ در ۶ ۳ ۲۳ ۱ ۴۱۱۳ 
(۲+ )۱۷ ِ (۲۸ )۲ )۵ 

وب ۶ که 
ها ۳۲( 
۷۶۸ ت از 6۶۵-0 0 مه )۷ 

۹ ۱ ۲ 

سس سح ۳ 00 (+۸ 

9ج ۱۷۲۲۳ زا و (۳ - ۳ ۰ ۱۷)۴ 

۲ 

۱و ۳ ۳۷۲۶ () 


*۱۱( )/۵( - ۷۶ ۱۲ ٩۲ «۰ ۸۴ - ۶۰ 


رفظ 


7 مت ۵۱۱-۲2۱ ۲ (۱۳ 


۱۰+ ه - آه) ‏ ۲ ۱(۳ + - آ2) (۱۴ 
۳۲۶۱ ۱۳ - | (۱۵ 


۵۳ د ۴۶ + ۳۶ (۱۶+ 


زک ۳ نمودار این تابع‌ها را رسم کنید : 


۱1 
] مت ۰ مت و ۰ ست ت وه 
3 را ۰ ۲ نج ۲۱ ۳۳۰ زو (۱ 


و۳ 


۱ دناله‌های عددی و تصاعدها 


5 دنباله عددی 
در جلدهای اول و دوم «ریاضیات محاسبه‌ای» و از همان آغاز» ضمن 
تمرین‌ها؛ با مفهوم کلی دنبالهٌ عددی آشنا شده‌اید. دنباله» یکی از اساسی‌ترین 
مفهوم‌ها در ریاضیات است و؛ به تعبیری؛ جدی‌ترین مفهوم‌های ریاضیات 
عالی» بر بای آن ساخته شده است. 
دنبالٌ عددی» به مجموعهٌ مرتبی از عددها گفته می‌شود که به دنبال هم 
آمده‌اند. هر عدد از دنباله راء عضو یا حملةُ دنباله گویند : حمله اول» جمله 
بنجم » جمله صدم؛ جملهٌ (۱ا۵. 
همان‌طور که می‌سنید» جمله‌های دنباله (که مت ۷ آن‌ها را با ۰1۸۱ 14۲ 
جوا اقا ... نشان می‌دهند)» با عددهای طبیعی ۰۱ 4۲ ۰۲ :۰.۰ 
0( مشخص می‌شوند و بتابراین دامنه دنبالة عددی» مجموعه عددهای 
طیعی است. 1 را جمله ام یا جمله عمومی دنباله گویند. 
مثال ۱. دنبالٌ عددهای مثبت بخش‌پذیر بر ۰۷ چنین است: 


۷ ۱۳۲ ۵ 


۱۷۴ 


جملهُ عمومی این دنباله» به صورت ۷ درمی‌اید. که اگر در آن مقدار ۱ 
را به ترتیب برابر ۰۱ ۳ ۰۳ ... بگيريم جمله‌های پشت سر هم دنباله به 
دنت فر ایل: مثلا جمله نودوهفتم این دنباله برابر است با: 


٩۱ بد‎ ۷ -- ۷۹ 


فان ۲+ اگز بدانیم: جمله عمومی یک دنباله 1 + ۱۲ < برلا است؛ 
ده جمله اول این دنباله را بنویسید. 

حل. اگر در جملهٌ عمومی» به جای 1 به ترتیب» عددهای طبیعی از 
۱ تا ۱۰ ۳ فرار دهیم؛ ده جمله نخست این دنباله به دست می‌آید : 


م۷ ی ۱۵۱ مه ۱۱ ۳ 


مجموعه‌ای از زوح‌های مرتب نشان داد. برای دنبالة عددهای مثبت مضرب 
# 


اب ی بر ۳۲۱۵ «(۱۴ ۲۶ و۷ :)۱ 


و برای دنباله با جمله عمومی ۵ رز 
ز رب 7۰7 ) را یا ما ۱۳ 


هریک از اين دو مجموعه» معرف یک تابع است» زیرا در آن‌ها» عددهای 
طبیعی مختلف متناظر با جمله‌های مختلفی از دنباله‌اند. 

یادداشت ۰۲ دنباله‌های مثال ۱ و مثال ۰۲ بی‌پایان‌اند» یعنی پی‌نهایت 
جمله دارند. دنباله می‌تواند باپایان باشد» مثل دنباله عددهای طبیعی اول و 
که چکتر از ۲۰ : 


۳ ۷۳:۵۷ 


۱۷ ۵ 


پادداشت ۳. بسته به شرط مساله: ممکن است جمله اول دنباله؛ به 
جای ۱ - # (در جملهٌ عمومی) از » < 7 با :/ -- 7 آغاز شود. در 
حالت اول؛ یعنی وقتی نخستین جمله را به ازای 9  <‏ در نظر بگیریم 
نمایندة جملهٌ (۱ + )ام می‌شود. مثلاً اگر در دنبالٌ با جملة عمومی 
۱ 7۲ < ,1 جمله اول را به‌ازای ه < 7 در نظر بگیریم (۱ << 1): 
آن وقت ۱ ۱۳ نمایندهة جملهٌ (۱ + (7)ام است. ولی؛ معمول این است 
که یه طور طبیعی » 1 را نمایندة حمله ام فر ضص کنیم. 

«مثال ۳. اگر داشته باشیم ۱۱ > « و بدانيم عدد 7» معرف 
تعداد ضلع‌های یک جندضلعی کوژ (محدب) است. تعداد فطرهای این 
چندضلعی‌ها را» به صورت یک دنباله عددی بنویسید. 

حل. روشن است که برای ۳ < 7 (یعنی مثلث) تعداد فطرها برابر 
ات با 0 مت قطر ندارد 8۵ <- 1۳ برای ۴ ۲۲ (حهارضلعی کوز) 
۳ - 7 آغاز کرد (نه از ۱ < ). می‌توان به همین ترئیب ینج‌ضلعی کوز 
شش‌ضلعی کوژ و غیره را روی صفحه کاغذ در نظر کرفت همه قطرها را 
سم کرد و ء سس ۰ آن‌ها را سمرد. ولی؛ بجر این که این روس (یعنی روش 
آزمایشی) کاری خسته کننده است و. با زیاد شدن تعداد ضلع‌ها امکان اشتباه 
بیشتر می‌شود» روشی ریاضی نیست. روش ریاضی یعنی پیدا کردن فانونی 
یا دستوری که به یاری آن. بتوان جمله‌های پشت سر هم دنباله را» بدون 
اشتباه و با کمترین عمل‌ها به دست آورد. به شکل ۳۷ توجه کنید. برای این 
که 1ضلعی به (۱ + «) ضلعی تبدیل شود. می‌توان یکی از ضلع‌های آن 
و مثلاً ضلم 7 را کنار گذاشت. و به جای آن» دو ضلم ۸0 و )3 را 
در نظر گرفت. ببینیم تعداد قطرها (وفتی 1اضلعی به ۱ + 7 ضلعی تبدیل 
می‌شود) سجد فرلی مي کیل. تعداد نطرهای (ضلعی ۳ 1 و تعداد قطر های 


۱+ ۱ ضلعی را ۱بیرا می‌ناميم. 


مفض 


۱) همه قطرهای #ضلعی» فطرهایی از ۱ + 7 ضلعی هستند: 

۲ پاره‌خط راست ۸11 (ضلع #ضلعی) به قطری از ۱ + 17 ضلعی 
تبدیل می‌شود؛ 

۳ اگر از راس تَازة () در ۱ + «تضلعی» به هر راس «تضلعی» به‌جز 
دو راس ۸ و ۰۸1 وصل کنيی ۲ - 7۰ قطر تازه برای ۱ + اضلعی به دست 
می‌آید. بنابراین 


۳ ۱ - + با (۲ - )+۱4 + ولا جوا 


دمسوی با << ۱بم1 را د ستور یا رابطه برگشتی گوپند. ِ" یاری 
این دستور می‌توان » هر جمله دناله و از روی جمله قبل از آن به مسرت اوروف: 
در فان ۲ می‌دانيم < !۰1 پس 


۲ - ۱ ۰ ۳ + ه <- :۱۸ 
(تعداد قطرهای چهارضلعی کوژ برابر است با ۲) و سیس 


ده تفت ۲ب ۲ 


ً 


۱ سب ۳ ب مراحت م1 


۰ حت ۱ -- هد مد 10 


1 


و ی بل بل خد با 


| 


:و ۲ | -- ۷ ط پات !۱ 


رش 


:۷ << ۱ - ۸ + روا < »۱0 


٩ -- ۱ << ۳۵‏ ۲ط وا حت ,۱۱ 
و دنباله مورد نظر مساله جنین است (با آغاز از سه ضلعی) : 
۱۴ تا 


یادداشت . دستور (*) را برای محاسبه تعداد قطرهای یک #ضلعی؛ به 
این دلیل اورده‌ايم که با منهوم دستور بو شش اشنا شویم. ولی دستور زر کشت 
نمی‌تواند» به طور مستقیم» تعداد قطرهای یک «"ضلعی را به ما بدهد. مثلا 
اگر بخواهید با این دستور؛ تعداد قطرهای بیست ضلعی را بیدا کنید» باید 
تعداد قطرهای ۱٩‏ ضلعی را بدانید و برای تعداد قطرهای ٩۱ضلعی»‏ به تعداد 
قطرهای ۸ضلعی نباز دارید و غیره. به این ترنیس » کار محاسبه طولانی ۲ 
خسته کننده می‌ سود و یه دلیل طولانی بودن محاسبه) احتمال اشتاه بیشتر 
می‌شود. در حالی که اگر بتوانیم دستوری به دست آرریم که تعداد فطرهای 
یک 7ضلعی را بر سس ۸ (تعداد ضلم‌ها) یه ما بد‌شد > با محاسبه‌ای 4 
۴ ریم سروکار بیدا خراهیم کرد و این دسر را درباره تعداد قطر های یک 
«ضلعی کوژ؛ می‌توان به سادگی به دست اورد. در این‌جا. با سه روش این 
نقطه‌ای روی یک خط راست نباشند. اگر این 7 نقطه را دو به دو به هم 

هر نقطه را می‌توان به (۱ - 10) ملد دیگر وصرل کرد: نابراین روی هم 
به تعذاد (۱ - 19/12 باردحددٌ راست به دست می‌آید . ولی جرن هر باره‌خط 
راست دارای دو اننها است . در این محاسیه: هر بارداعط راست. دو بار بد 


حسابت اهیل و ی ۶ نع تعلاد بار هط شدای رأاستی که 1 شصله را دو به دوه یه 


۱۷۸ 


هم وصل می‌کنند» برابر است با (۱ - )2 اکنون اگر این 7 نقطه را 
راس‌های یک «اضلعی کوژ در نظر بگیریم؛ این پاره‌حط‌های راست عبارتند 
از ضلع‌ها و قطرهای اضلعی و اگر تعداد ضلع‌ها (یعنی ) را از آن کم 
کنیم» تعداد قطرهای ۱۱ضلعی به دست می‌آید. اگر تعداد قطرهای «1ضلعی 
را 1/7 بناهيم : 


۱ 
(۳ -- له ح زو (۷ سب )2 ورلا 


۲( بر طور مستقیم مد سرا تعداد قطر ها می‌رويم. ال در ضلعی ؛ 
یک راس را انتخاب کنیم» با وصل کردن آن به (۳ - ) راس» قطرهایی 
از #ضلعی به دست می‌آید که از این راس گذشته‌اند (برای پدید آمدن قطر 
نمی‌توان این راس را به خودش یا به دو راس مجاورش وصل کرد). به این 
برسب) از 11 راس ۰ نة تعداد ۳۱ ات )1۱ قطر می‌گذرد. حول هر فقطر مربو ط 
چنین می‌شود : 


۱ 
۱ )و < با 
) 12( ۱ 


۳ به یاری دستور برگشتی (*) هم می‌توان ,«ه را بر حسب 1 پیدا 
کرد. دسر بر تن را این طور می دو پسیم : 


ات ولج روص الا 


اگر در این دستور: به جای ( به ثرئیب عددهای ۰۲ ۲ اپ سم 9 وا 


]]۴ 1۸۳ 2 ۲ 


۳ حد )1 سس م۱ 


۱۷۳۹ 


۳ م1 - !1 


۲ 2 اس‌ولا عت ولا 


که از مجموع آن‌ها؛ خواهیم داشت : 
آت وز... ( ۴ +4 ۳۳ + ۲ نت زو وه 


۱ ۱ 
که چون (۲ - )71 ( ۷ وم ی ۳ 1( ۲ (جرا؟) و ۵ ات 1۳ 
پنابراین : 


۱ 
(۳ ححسته مه پا 


0 


هم قلر یادآوری می‌کنيم که حمله‌های یک دنماله ) ممکن اسست نه 

حای عدد؛ تاپع‌هایی از یی متغیر يا چند متغیر باشند. به عنوان نمونه 

دنباله‌ای ر در نظر می‌گيريم که حمله عمو هی آن) یه این هبو رات داده شده 

باسل : 
)۱ 

) + ۱۱۵۲ + )۲۰ 4+ ۲( 

دز این هیبه زاس 4 حمله‌های دنباله جنین اند : 
1 ۳ ۲ ۱ 
مر ار زر ی اس تن سر سس ود 
۴ ۵ 4+۵ ۴۵۲ ۴ +۴۳2 ۳ ۲و۲ 


)1۱ 6 ۷( 


لا 


8 تصاعد حسابی 

۱ تعریف. دنباله‌ای که اختلاف هر دو جملهٌ متوالی آن؛ مقدار تابتی 
باشد» تصاعد حسابی پا تصاعد عددی نام دارد و؛ این اختلاف ثابت را؛ قدر 
نسبت آن گویند. دنبالةٌ عددهای طبیعی 


و بر ۱ 


یک تصاغد حسایی تشکیل می‌دهند. در تصاعد حسایی + جمله اول 
۱ < ۰0۱ قدر نسبت ۱  <‏ و جمله ام 17 << م6 است. 
در این‌جا. چند نمونه از تصاعد حسابی داده شده است (منظور از 0۱ 
جملهٌ اول تصاعد و منظور از ۰0 قدر نسبت آن است) : 
:(۴ < ,۱۱ < ۲۳,۰۰۰/۵۱ ,۱۵,۱۹ ,۱۱ 
+ مها ع ایا کی ۲ ۵ 


2 اه .۱9 و وت زور۲ 


5 جمله ام تصاغد حسابی . تصاعدی حسابی با جمله اول ۱ و قلر 
نسیتا 7 ذر انظی. هی کریم 


۱ - «) + 6۱ ین ۵ 1 0۱ ۹ 
/ سوه زا و لو ود دا 
حمله 7(ام جمله سوم جمله دوم جمله اول 


به ال بر سب از حمله [(م تصاعیل حسابی را ) بنامیم ؛ یه این دستوز 


می‌رسیم ۰ ۱ ۱ 
)۱( ۱۰ - ۲) + 6۱ < بل 


که در آن؛ ۱» جملهة اول / قدر نت و ۲ تعداد جمله‌های تصاعد است. 
مثال ۴. در دنباله عددهای طبیعی» چهل‌وینجمین عدد بخش‌بدیر بر ۲ 
و ۷ را بیدا کنید. 
حل. نخستین عدد طبیعی بخش‌بذیر بر ۲ و ۰۷ عدد ۲۱ است. در 
ضمن» هر عدد مضرب 0۱ بر ۳ و ۷ بخش‌بذیر است. دنباله عددهای 
طبیعی بخش‌یذیر بر ۳ و ۰۷ تشکیل یک تصاعد حسابی می‌دهند که در آن؛ 
1 خ ور ۲۷ 0 


۱ ریا کی ۲ یا و۳۹۱ 


۱ 


دستور ۱ جمله چهل‌وینجم این تصاعد ر به ما می‌دهد : 
(۱ 9) + 6 < 0۲۵ 


<- ۲۱ + )۴۵ - ۱(۲۱ < ۲۱ * ۴۵ << ۵ 


مثال ۵. در یک تصاعد حسابی؛ جمله اول ۵ <- 6۱ و قدر نسبت 


۱ 
< . نخستین جمله‌ای از اين تصاعد که بر ۱۷ بخش‌پذیر باشد؛ جملهً 


۴ 


حل. فرض می‌کنیم ؛ حمله 7 نخستین جمله‌ای از تصاعد باشد که بر 


۱۷ بخش پدیر افتتنگتان بنابر دستور (۱( داریم : 


۳ 
بر 1۷ بخش بدیر و۰ بنابراین ؛ عدديی درست است. درتیجه ؛ باید عدد 


۱ ۱ 
6» < ۵ + ) - ۱( 


۱ 
( 1 سس 0 عدد درستی باشد. ان را برابر :۸ می‌گیریم : 


و از آن‌جا 
۱ 
هاچ ۱ )+۵ ع این 


باشد» عبارت است از ۱۲ < ۰ یعنی 


۹ << ۱ 4 ۱۲ ۷« ۴ حد ۱ 1 ۴۸ 2 
چهل و نهمین جملة این تصاعد» برابر ۱۷ و بر ۱۷ بخش‌پذیر است. 


۱۳ 


مثال ۶ عددهای ۰۱۱ ۴۴ و ۰۷۰۴ جمله‌هایی از یک تصاعد حسابی 
پیدا کنید. 
حل. فرض می‌کنيم ۱۱ جمله اول ۴۴ جمله ام و ۷۰۴ جمله :ام 
تصاعد حسابی باشند. اگر قدر نسبت تصاعد را 4 بگیریم باید داشته باشیم : 
۳ - ۱(0 - 1) ۱(۵ - ) + ۱۱ < ۲۴ | 
۳ - (۱ - ۲) ۱(۵ - ) + ۱۱ < ۷۰۴ 
که از تقسیم برابری دوم بر برابری اول به دست می‌آید : 


11: -- ! 


( *) ۵ .- ۲۱ حد وج ات ۲۱ - 
۱ - ۱۱ 


درضمن از برابری ۳ - ۱(0 - ۲ به دست می‌آید : 
۱ ۳ 
( + ۷ ) سس << ۳ 
1 ت 72 
برای این‌که از تقسیم عدد ۲۲ بر اس ای غددق ذرست او فر این‌جا ق ت) 
به دست آید باید ۱ - 7 برابر ۱ با ۳ يا ۱۱ و یا ۳۳ باشد. درنتیجه ‏ 
مقدار ۰/۱ می‌توال را از برابری (*) و / را از برابری (**) به دست آورد. 


در جدول زیر مقدارهای متناظر » و و ۱ داده شده است: 


۳۹ 9 ۳۳ ۴ 


۱ ۸۳ 


هه و۲ زا ۲۵ ۳۱ 
۲۳۱۷ ۱ ۳۱ 


اگر همین چهار تصاعد را؛ از آخر به اول بنویسیم؛ چهار تصاعد حسابی 
دیگر؛ با قلر نسیت‌های:منفی بهاداست می آید: 

پاسخ. ۰-۱ 2-۲ ۰-۱۱ ۳۳-. 

مثال ۰۷ می‌دانيم دنباله 90 عدد مثبت 


)۱( ی تا اقا 


یک توب اعان حسایی داده‌اند. این ای را محاسبه کنید. 


۱ ۱ ۱ 


1 


حل. اگر قدر نسبت تصاعد (۱) را 4 بنامیم به ترتیب داریم : 


 ج‎ 


۱ _ ۷/۲ 2 ۷/۱ 
۷۲ ۷ - ۰۱ ۷/0 - ۷/۰ 


۱/۷ 


۳ 


۱۸۴ 


#مثال ۰۸ اگر جسمی را از یک بلندی رها کنیم تا به صورت آزاد سقوط 
کند. سرعت سقوط آن؛ در هر لحظه نسبت به لحظه قبل بیشتر می‌شود. اگر 
سرعت‌های حرکت جسم در حالت سقوط آزاد؛ در فاصلهٌ زمان‌های متوالی 
برابر» تشکیل یک تصاعد حسابی بدهند و بدانیم در ثانیه اول مسافتی برایر 
٩‏ 7 متر پیموده است؛ سرعت جسم را در پایان هر یک دهم ثانیه و در پایان 
انیه‌های دوم سوم و چهارم بیدا کنید. 

حل. جسمی که از یک بلندی رها شود در آغاز حرکت» سرعتی برابر 
صفر دارد؛؟ چون در ثانیه اول ۴۳/٩‏ متر سقوط کرده است» بنابراین سرعت 
متوسط جسم در ثانیة اول» ٩‏ ۴۸ متر در ثانیه بوده است. اگر سرعت جسم 
را در پایان ثانية اول پرابر ۷ بگیریم باید داشته باشیم : 


( د ۵ 


ریت 8 مرس 


جسم در پایان انیه اول» به سرعت ٩۸۸‏ متر در ثانیه رسیده است. 

سرعت‌ها در فاصله زمان‌های برایر » به تصاعد حسابی هستند. یک ثانبه 
۱ برابر یک دهم ثانیه است. بتابراین دنباله‌ای شامل ۱۱ عدد داریم که 
تشکیل تصاعذد حسابی می‌دهند. حمله اول تصاعد ه ح- ۰۱ و جمله یازدهم 
آن ۸ , ۵ << ۰0۱۱ بنابراین 


۸ ۸ ۵ دز تک ۱ سب ۱۱) 4 ه ار م ٩‏ 
و سرعت‌ها در پایان هر یک دهم ثانیه» چنین‌اند (تا پایان انیة اول) : 
و ۳9( ۸۰ ۰ ,ه 


دهم ثانیه‌های بعدی هم همین تصاعد ادامه بیدا مي‌کند و سرعت جسم در 


۱۸۵ 


حال سقوط آزاد» در پایان ائیةٌ دوم به ۹/۸ « ۲ در پایان ثائیة سوم به 
۸ * ۲ و غیره می‌رسد. 

اگر جسم بعد از # ثانیه به زمین برسد» سرعت آن در لحظة رسیدن به 
زمین» برابر ۸۷ ۹ خواهل شد. ‏ 

مسافت‌هایی را که جسم در انیه‌های متوالی می‌پیماید» عبارتند از 


۴۳۸٩۹, ۴۸۹ + ۹۸۸, ۴۸٩ + ۲ ۹ ۰, بر‎ ٩ ۶ ۳ ۷ رو ره‎ 


که خود تشکیل یک صاعد حسابی با جملة اول ۹ و قدر نسبت ٩۸۸‏ 
می‌ذشند. 
۳ میانگین حسابی. اگر سه مقدار ۰6 ۵ و ء به تصاعد حسابی باشند» 


) + 


۵ <جد 6-6 < 0 و 
۲ ت- 6 < ) 


آن وفت؛ ا؛ میانگین حسایی (یا واسطه عددی) » و 6 است. 
میانگین حسابی را برای چند مقدار هم می‌توان تعریف کرد : 

۱ ۱ 
میانگین حسابی 1 عدد ۰۵۱ ۰0۲ ...۰ ,۰0 برابر است با < مجموع 
آن‌ها: ۳ 

6 + ۰۰۰ ۲ ۳ 0۱ 
/ 
مثلاً میانگین حسابی دو عدد ۲- و ۸ برابر است با 
۱ ۸ +4 ۲ -- 
1 
و میانگین خساین کمیت‌های 0 ۲۸۰ ی ۲۵ ۴: 
#۴ ۳۵۱ - ۴) + ۲۵ + 6 
۲ ۳ 


۱۸۶ 


۲. مجموع جمله‌های یک تصاعد حسابی با پایان. در آغاز به یک ویژگی 
از تصاعد حسابی با بایان توجه کنید : 

مجموع هر دو جمله از تصاعد حسابی که از جمله‌های اول و آخر به 
یک فاصله باشند» مقدار ابتی است؛ یعنی» مجموع دو جملهٌ اول و آخر؛ 
برابر است با مجموع جمله‌های دوم و یکی مانده به آخر و غیره. اگر جمله 
اول تصاعد را »۰ قدر نسبت را 4 و تعداد جمله‌ها را 7 فرض کنیم آن وقت 
مجموع جمله‌های اول و آخر 


۱ - ) + ۲۵ < [(۱ - ) + »] +4 6 
و مجموع دو جملهٌ دوم و یکی مانده به آخر 
۸-۱۵ +۲۵ < (۲ -) + م] + (0 + م) 
و به طور کلی؛ مجموع دو جملهٌ ام و :۸ جمله به آخر 
(۱ - ۷) + ۲ < /[(۱ - (۱ + -)) + 6] + [۱(0 - ) + 6] 


در حالتی که ۰17 یعنی تعداد جمله‌های تصاعد عددی فردباشد این مجموع 
ثابت برابر است با دو برابر جمله وسط. در واقع اين مجموع ثابت» برابر 
است با میانگین حسابی :1 جملةٌ تصاعد. 

به این ترتیب؛ می‌توان مجموع 1 جمله از تصاعد حسابی را» به سادگی 
محاسبه کرد. اگر جمله اول تصاعد برابر 4۱ و جمله ام آن پرابر ۵ باشد 
آن وقت (بم + "0 میانگین حسایی 7 جمله است و؛ در نتیجه» مجموع 
7 جمله چنین می‌شود : 


۱۸۷ 


(مجموع را ید این دلیل با دشان داده‌ایم که بتواند معرف مجموم 1 
جمله از تصاعد ناشد:) که » با توجه به دستور محاسبه پر می‌توان دستور 


مثال .٩‏ چند نفر پذیرفتند کاری را با هم انجام دهند. اگر این چند نفر 
با هم کار را آغاز می‌کردند می‌توانستند بعد از ۲۴ ساعت کار را تمام کنند 
ولی در آغاز؛ تنها یک نفر شروع به کار کرد و در فاصلهة زمان‌های رابر» یکی 
یکی به او اضافه شدند؛ دومی مدتی دیرتر از اولی: سومی به همان اندازه 
دیرتر از دومی؛ چهارمی به همان اندازه دیرنر از سومی و غیره. در ضمن 
روشن شد: زمان کار اولی ۱۱ برابر زمان کار آخری است. نفر آخرء چند 
ساعت کار کرده است؟ 

حل. اگر نفر آخر » ساعت کار کرده باشد» مدت کار نفر اول ۱۱۵ 
ساعت می‌شود. اگر تعداد افراد را 6 بگيريم از آن‌جا که تفاوت ساعت‌های 
کار هر فرد» نسبت به فرد قبل از خودش مقدار ثایتی است. با یک تصاعد 
حسابی سروکار داریم که جملهٌ اول آن ۰۱۱6 جمله آخر ۵ و تعداد جمله‌ها 
برابر ] است. بنابراین برای بیدا کردن تعداد کل ساعت‌های کار (که همه افراد 
روی هم مشغول بوده‌اند)؛ باید مجموع جمله‌های این تصاعد حسابی را؛ با 
استفاده از دستور (]) به دست آوریم : 


۱ 1 » 
۶۱ << سای ح تعداد ساعت‌های کار 


از طرف دیگر می‌دانيی اگر ۵ نفر با هم کار را آغاز می‌کردند» کار در ۲۴ 


۸ بر ۱ 


این جا باید داشته باشیم : 


(چون ۰ 7 ۰0 توانستيم دو طرف برابری را بر 0 تقسیم کنیم). نفر آخر ۴ 
ساعت و نفر اول ۴۳۴ ساعت کار کرده‌اند. 

تعداد افراد (یعنی و پا تعداد جمله‌های تصاعد) را نمی‌توان به دست 
آورد» مگر این‌کهمساله‌شرط دیگری را هم داده باشد. مثلك» اگر هر نفر ۸ 
ساعت بعد از دیگری وارد کار شود ۶ < 0 اگر فاصلهٌ زمانی هر دو نفر ۴ 
ساعت باشد. ۱۱ << ۵ و اکر اين فاصله زمانی (یعنی قلز نست: تضاعد) ۲ 
ساعت باشد ۲۱ <- 6 خواهد شد (خودتان محاسبه کنید). 

مثال محصول تولید لوله‌های فولادی کارخانه‌ای» در آغاز سال 
۸ تا پایان سال ۱۳۷۱ برابر ۱۱ میلیرن تن بوده است. میزان تولید 
کارخانه را در هر سال پیدا کنیدء به شرطی که بدانیم» تولید لوله‌های فولادیء 
هر سال افزایش ثابتی داشته است؛ در ضمن در دو سال آخر این دوره ۲ ۱۸ 
میلیون تن لوله ‏ بیش از دو سال اول این دوره تولید شده باشد. 

حل. میزان تولید لوله‌های فولادی در کارخانه را در سال ۰۱۳۶۸ برایر 
6 بن می‌بيريم و فرض می‌کنيم» تولید هر سال؛ سبت به سال قبل؛ 4 تن 
افزایش یاید. در این صورت. تولید اين حهار سال؛ بل یس ی ی 
اسنتی: 


٩ ۳‏ ,۲۵ + ه بل ده 


میزان تولید در دو سال آخر برابر 4 + ,)۲ و در دو سال اول برابر + ۲ 


)۲۸ 4+ ۵۱-۲۸ + ( -< ۱۸ ۲ <<  < ۳ 


۱۸۹ 


چون مجموع تولید جهار سال کارخانه برابر ۱۱ تن است» پس 
۰ << (۳۸ + ») + (۲۵ + ) +( +0) + 6 


۱ ح- ۰,۳ ۷ ۶ ۴64 ج- ۱۱ -<- ۶0 4 ۴0 


از آن‌جا ۲/۳ < »؛ و تولید کارخانه» در این چهار سال به ترتیب» چنین 


رن ۱ 


ثال ۱۱. تصاعدی حسابی با جملة اول برابر - پیل‌کنید که مجموع 
پنج جملهٌ اول آن: یک چهارم مجموع پنج جمله بعدی باشد. 

حل. قدر نسبت تصاعد را »۰ مجموع ۵ جمله اول را ۵ و مجموع 
۰ جملٌ اول را ٩۱۰‏ می‌ناميم. در این صورت. باید داشته باشیم : 


۱ ۱ 9 
بش یت ( و جو 9۰ وج 


از طرف دیگر داریم ‌ 


۱ ۱ ‌ِ ۷ ۳ 
3 ۴ هت ۱ ۱ 


و جند جمله نخست تصاعد چنین است : 


۷ ۱۳۴ ۱ ۸ ۵ ۲ ۱ 
ار ۱ ۱۳ ی تست ۳ ۳ 


ننط 


مثال ۱۲. مجموع همه عددهای مثبت و کوچکتر از ۱۰۰۰ را پیدا کنید 
که در سیم هریک از آن‌ها بز ۱۱ باقی‌مانده‌ای برابر ۵ به دست آید. 

حل. عددهایی را که در تقسیم بر ۱۱ به باقی‌ماندهٌ ۵ برسند» می‌توان 
به صورت ۵ + ۱۱۸ نشان داد؛ این عددها باید مثبت و کوچکتر از ۱۰۰۰ 
باشتد : 


و ۹ 9 چ< ۱:۰۰ > ۵ ۱۱٩+‏ > ه 
بنابراین» عددهای مورد نظر چنی‌اند : 

و ۲۸ ۱۶۲۷ ۵ 
که تصاعدی حسابی با جملة اول ۰۵ قدر نست ۱ جمل آخر ۹۹۵ :: ۱ 


می‌دهند. مجموع حمله‌های این تصاعد را به سادگی می‌توان به دمست آورد 
(تعداد جمله‌های این تصاعد؛ برابر ٩۱‏ است): 


٩۱ « ۵۰۰ > ۰‏ -< (۹۹۵ + ۵ و 


مثال ۱۳. در یک تصاعد حسابی» جملهُ پانزدهم برابر ۴۰ و جملهً 
بیست‌وپنجم برابر ۷۰ شده است. جمله صدم این تصاعد چقدر است؟ 

حل. اگر تصاعدی حسابی را در نظر بگیریم که جملهٌ اول آن ۴۰ -- 4۱۵ 
و جمله یازدهم آن ۷۰ < ۲۵» باشد (اين تصاعد» بخشی از تصاعد مساله 
است) ؛ باید داشته باشیم : ۱ 


۳ << <د :۱:0 د و۴ ۱۷ 


سب ح< ۲۱) چد ۳ 2 ۱۴ 6۱4 د و۴ 


۱۹۱ 


و برای محاسبه جملهٌ صدم 


6۱,, < -۲ + ۹٩ 7 ۳ - ۵ 


۱ تعریف. به دنباله‌ای که خارج قسمت هر دو جمله پشت سر هم آن 
مقدار ابتی باشد. تصاعد هندسی و این خارج قسمت ابت را قدر نسبت آن 
گویند. 

درتصاعدهندسی‌هم ) شبه تصاعد حسابی جملهٌ اول را با 4۱ و جملهة 
7ام را با ۰6 ولی قدر نسبت را با 6 نشان می‌دهيم. در این‌جا چند نمونه 


تصاعد هندسی داده شده است : 


۱ ار ای وا با 
٩‏ نا 
سب اد وا دور سس و ,۴ 
۴ ز ی 
(صاق) زیر کي نبا 


۲ جمله ام تصاعد هندسی. تصاعدی هندسی با جمله اول ۱» و قدر 
نسبت 4 در نظر هي کین 


| سب [ز 5 7 ۱ 
ی ۷۱۷ ب » ۰ ۰ » ۰ ۱۰/۱ ۲۱۰) 


ره از ترتیت ‏ ان دسته ر ا برای محاسبة حمله ((ام تحباعل هندسی به دست 


می‌اید : 


یادداشت . نو حه یه این نکته جالب است که در مقایسه یا دسسو ار 


محاسبة حملة (م در تصاعل حسابی » عمل‌های وج ژّ ضرب ) نه عمل‌های 


۳ 


ضرب و نوان تبدیل شده‌اند. دو دستور را زیر هم می‌نویسیم : 
(حسابی) (۱ - ) ۷ 8 + 6۱ ع ره 


1 سه 
(هندسی) 3 کم 6۱ 2 ولا 


در دستور مربوط به تصاعد حسابی؛ دو جمله با هم جمع شده‌اند در حالی 
که در دستور مربوط به تصاعد هندسی. دو جمله با نشانهُ ضرب به هم بستگی 
بیدا کرده‌اند؛ در اولی قدر نسبت تصاعد در (۱ - ۷) ضرب شده در 
حالی که در دومی؛ قدر نسبت به توان (۱ - ۶) رسیده است. همین بستگی 
بین تصاعد حسابی و تصاعد هندسی» موجب کشف یکی از اساسی‌ترین 
مفهوم‌ها؛ یعنی لگاریتم شد که در فصل بعد. با آن اشنا خواهیم شد. 

مثال ۱۴. تصاعدی هندسی بیدا کنید که عددهای ۰۱۱ ۴۴ و ۰۷۰۴۳ 
جمله‌هایی از آن باشند؟ در ضمن قدر سبت تصاعد» عددی درست باشد. 

حل. ۱۱ را جمله اول؛ ۴۴ را جمله ام و ۷۰۳ را جمله ام تصاعد 
می‌گیریم. در این صورت باید داشته باشیم : 


۳۵ ان 0 ۲ ۱ ۴و۷ 
از تیم این دو برابری بر یکدیگر» به دست می‌آید (۰ 7 6: 


۷ ِ«ِ 
۴۴ 


1" 


#۴( مسب ۱ تس اس 0 سب 


0 و 1 - ۰۱7 عددهایی درست‌اند» بنابراین عدد ۱۶ : می‌تاند به یکی از 
حالت‌های 1۹ ۳ و ۶۴ در نظر گرفته شود. 


نات چیت: ۷۰۲ به معتای ۴ < » است که در این صورت؛ با توجه به 


برابری‌های (*)+ مقدارهای 17 و 1 به دست می‌اید: ۳ < 8(: ۷ عد 1۲ 


از برابری 70 مد 8 نله دست می‌آید ۳ /) و سس ۲ حت ]با 


۴ << (ز. 


برابری ۳ ۱۶۲ ها وا به جوات ثعر رشان (برای: ان 9 
عددهای درستی به دست نمی‌آید). 
پاسخ. اگر جملهٌ اول تصاعد را برابر ۱۱ بگيريم یکی از دو تصاعد 
زیر ؛ جواب مساله است : 
:۱۷۶,۳۵۲,۷۴۰ ,۴۴,۸۸ ,۲۲ ,۱۱ 
۷۵۴ ۴۴,۱۷۶ ,۱۱ 
می‌توان‌از ۷۰۴ آغازکرد دوتصاعد هندسی‌دیگر باقدرنست‌های ۲ نوشت. 
مثال ۱۵. می‌دانيم درصد متوسط رشد سالانة تولید شیر یک کاوداری؛ 
مقدار ثابتی است. این گاوداری در سال ۰۱۳۶۰ یک میلیون تن شیر تولید 
کرده است و در سال ۱۳۷۰ تولید آن به ۲ میلیون تن رسیده است. این 
گاوداری در سال ۰۱۳۶۵ جقدر شیر تولید کرده است؟ 
حل. چون درصد رشد سالانه شیر مقدار ثابتی است؛ عددهای معرف 
میزان تولید شیر در سال‌های پشت سر هم تشکیل یک تصاعد هندسی 
می‌دهند. اگر قدر نسبت این تصاعد را 0 بگيریم» چون ضمن ۱۱ سال (از 
۰ تا ۰)۱۳۷۰ تولید شیر از ۱ میلیون تن به ۲ میلیون تن رسیده است؛ 


]رسب هرن (7) باید ماک باق 
۳۹ چ< *۲ ۱ -< ۲ 


اکنون می‌توانيم » مقدار تولید سیر ر در سال ۱۳۶۵ (یعنی حیرله ۳ سسم 
تصاعد) را بیدا کنیم : 


۲ از( یج ۷/۲ - ۵ ) >« ۱ وه چم ۱۳ < و6 


پاسسخ. در سال ۰۱۳۶۵ اندکی بیش از یک میلیون و چهارصد و چهارده 
هزار س سیر تو لید سالع استا: 


۱ 


متال ۱۶. سه عدد که مجموعی برایر ۱۳ دارندء تشکیل یک تصاعد 
هندسی داده‌اید * ولی اگر به این سه عدد؛ به ترتلسب ؛ عددهای ۲ ۰ ۷ و ۸ را 


اضافه کنیم» سه عدد حاصل تشکیل یک تصاعد حسابی می‌دهند. این سه 
عدد را سدا کشك. 
- 5 


حل. سه عدد را 6 ۵ و » می‌ناميم. بنا به فرضص 
۳ << 6 +4 + »6 
و جون سه عدد به تصاعد هندسی هستند» بنابراین 


0 

۲ ۱ 
ع< | خت - مد - 
۷ 


/ 


عددهای ۲ + ۰ ۸+۷ و ۸ +6 به تصاعد حسابی هستند» پس 
۴ - م +۲ - 0 چد (۷ +۲۵ < (۸ +64 + (۲ + 6) 


به اپن ترتیب» به دستگاهی شامل سه معادله سه مجهولی می‌رسیم : 


۳ - م 4 + ) 
۴ ح م د ۲ - ) 
۰6 < "و 
اگر معادلة دوم را از معادله اول کم کنیم؛ مقدار ۵ به دست می‌آید : ۳ :0 


در این صورت: معادله‌های اول و سوم این دستگاه دو معادلهةٌ دومجهولی را 


یدیل می‌آورند : 


یعنی » و ۰6 ریشه‌های معادله درجه دوم 1 


ول 


پاسخ. ۱ ۳۵ 1. 
مثال ۱۷. حمله چهارم و سیزدهم یک تصاعد هند‌سی ؛ به ترلمس : برایر 
۳ و ۱۳۲۸۸ شده است. تصاعد را مشخص کنید. 
حل. یک تصاعد وقتی مشخص می‌شود که قدر نسبت و جملهٌ اول آن 
داشته باشیم : 
۲ << ۲ و ۰۱0۲۲ < 0۱۳ 
که اگر این دو برابری را بر هم تقسیم کنیم و به‌جای ۸۳ و 6۱۳ مقدارشان را 
۱ 1 ۱ ۹ 
و از برابری 0 < 06۲ مقدار ۸۱ بیدا می‌شود: 
۳ جت ۲۳ ۶« ,م -- ۲۴ 
تصاعد هندسی مورد نظر مساله جنین است: 
۱ 0 
مثال ۱4۸ در معادله در هه چهارم 


0 + م + ۴۲۲ + هن + 0 


می‌دانيم عبارت درجه چهارم سمت چپ برابری بر ۱ + 2 + 27 بخش‌پذیر 
است و ؛ درضمن؛ عددهای »۰ « و ۴ به تصاعد هندسی و عددهای ۳ 6 
و » به تصاعد حسابی هستند. آیااین معادله» ریشه‌های حقیقی دارد؟ 

حل. اگر عبارت درجه چهارم + ۲ + ۴۵۲ + ون + ون را تر 
4 از تقسیم کنیم. خارج قسمتی برایر (۴ -0) - 5( -0) - 1 


۱۹۶ 


و باقی‌مانده‌ای برابر (۴ - +۵) +4 (۴ -6+6) به دست می‌آید. با توجه 
به فرض مساله بایذ این بائی‌مانده متحد با صفر باشد (اگر یک جندجمله‌ای 
بر جند حمله‌ای دیگر بخش بذیر باشد» به معنای آن است که به ازای هر 
مقدار دلخواه مجهول ؛ عدد حاصل از جندجمله‌ای مقسوم » بر عدد حاصل 
از جندجمله‌اي مقسوغ‌علیه ) بخش بدذیر است). یعمی 


ه < (۴ - + 6) + (۴ -6 + 6) 
و این اتحاد وقتی برقرار است که داشته باشیم : 
(۲) ۴ - / + :(۴)۱ < م + » 
و 0 و ۴: سه جمله از یک تصاعد هندسی‌اند» یعنی 
(۳( ۵ << "9 چد 6 : ۴ < :0 
۴ و » و » سه حمله متوالی از یک تصاعد حسابی‌اند؛ بعنی 
۳۴۱( ۴ -< ۲ 


برای جهار محهول »۰6 ۰ و »۰ جهار معادله بیدا کردیم. از مجموع 
معادله‌های (۲) و (۴) به دست می‌آید : 


۸ جع ۲ ستاو 
(۵) ح را 
این مقدار ۵ را در معادله (۳) فرار می‌دهیم : 


میا 


۱۹۷ 


( نمی‌تواند برابر صفر باشد زیرا معادلة اصلی باید درجه چهارم باشد). 
از (۵) نتیجه می‌سود : ۲ - + از )۱( به دست ۳ ۳ ٩6‏ و از 
(۴) مقدار » به دست می‌آید : ۲ < 4. بتابراین» معادلهُ درجه چهارم جنین 
می‌شود : 

مه - ۲ 4 ۳2+ ۴۲ +4 ۲۵ د آن 
عبارت سمت چپ برابری» بر ۱ + 2 + "2 بخش‌پذیر و؛ بنابراین قابل 

م < (۲ +4 + ۱()۵۲ + و + ) 
درنتیجه» معادلهة درجه چهارم به دو معادله درجه دوم 

9 ۲ تا اوه ۱ و دا 
تبدیل می‌شود که هیچ کدام ريشه حقیقی ندارد. 
۳ میانگین هندسی دور یا جند عدد۵. اگر 6۰ و 6 حجمله‌های سس 

عدد » و » گویند و روشن است که: 


9 ا جح عم -- اه 


به طور کلی» ریشه 7( حاصل ضرب 7 عدد مثبت را میانگین هندسی این 
7 عدد کویند. ۴ میانگین هندسی دو عدد ۲ و ۸ و با میانگین هندسی سه 


۴ ۷/۶۴ ۲۱۷۶۸۴ ۷ 7/۵ و ۴ -<- ۸ ۷ ۷/۲ 


ان ۷ ۲ 0/۳ ۰:۰ 6 ر! 12 عدد مثبت فرضص کنیم میانگین هندسی 
آنتقا پراش تیا 


۱۹۸ 


تت تتییت ی 6 ناکین اي دی 
ا ی ۳۳۳۹۳ 


حل. عدد کو حکتر را عدد متوسط و ۷ و عدد کر با می‌نامیم. 
ریم ید فرتلهای مسا نازق جقله باقیما 


۹ ها ۲1/2 
2 روج + ود و 
۳۷ وتات 
۳ ۶ ۲ 
‌ ۲ ۱ 9 ۳ 
تب حتد ‏ ل (۱۱ ت ۳ اف ان 
۲ زد ۱ 
۲ 


۱ ۳ ۱۳ ن۳ ۳۷ ۰ 
‌ حججد رش 6 سستت بل _ - ۳۸ 
نی ات 
بنابراین: برای ۲ و 2 به دست می‌آید 
۳۷ ۳۵ 
مخ( وی بت اد بر ۲ 
3 


یعنی ". و نت ۱ خر 2 )ریشه‌های این معادله در حه دوم‌اند : 


6۵ ۲۷ , 
۵ > ۱,۸ < ا چد ه > > + - ۲ 


پاسیخ. ۰۱ ۱۰ و ۰۱۲/۵ 

را ۰6۱ قدر نسبت تصاعد را » و مجموع ( جملهُ اول آن را برد بنامیم؛ 
داریم : 

(۱) ۲ ۵ + ۲ ۵۱۵۳ + ...+ وه + وه 1 اعد ٩‏ 


۱۹۹ 


ار دو طرف برابری (۱) را در » (که مخالف صفر است) ضرب کنیم: 
(۳( ۳ ۲ 6۱۳۲ +4 ...+ آوبه +۱94 ع که 


رابری (۲) را از برابری (۱) کم می‌کنيم» به دست می‌آید: 


ع ,5ج "وه - و ع< م5 -بگ 


مثال ۲۰. (اين مساله از یک کتاب قدیمی برداشته شده است؛ البته با 
اندک تفاوتی در عددها). اسب مسابقه را ۸۰۰ هزار تومان قیمت گذاشتند. 
ولی خریدار معتقد بود قیمت اسب گران است. فروشنده پیشنهادی به خریدار 
کرد. بيشنهاد او چنین بود: من اسب را به شما هدیه می‌کنم؛ و ۲ میح 
نعل‌های او را باید به این ترئیب از من بخرید. برای میخ اول یک ریال» برای 
میخ دوم» ۲ ریال» برای میخ سوم ۴ ریال» برای میخ چهارم ۸ ریال و غیره 
باید به من بپردازید (یعنی برای هر میخ. دو برابر قیمت میخ قبلی). خریدار 
که گمان می‌کرد فروشنده عقل خود را از دست داده و می‌خواهد اسب را به 
چند ریال ناقابل به او بدهد: پيشنهاد او را پذیرفت و قرارداد را امضا کرد. آیا 
فروشنده زیان کرده است؟ 

حل. اگر قیمت بیشنهادی فروشنده را» برای ۲۴ میخ نعل‌های اسب به 
ردیف بنویسیم؛ تصاعدی هندسی با جمله اول ۱ << ۱» و قدر نسبت ۲ << ه 
تشکیل می‌دهند. این تصاعد ۲۴ جمله دارد (۲۴ < 1): 


۱ 
بنابراین ) تست | حمله‌های ان تصاعد؛ سین می‌شود : 
( ت ۱۲۰ ی 


۳ هو یس نت 3 
1 27 1 


و ۵ ۲ 


توا فتفاسه ۳۳۲ ابتدا "۲۲ را محاسبه می‌کنيم : 
۲۳ -- ۲۲ 
۱۶ « ۱۰۲۴ « ۱۰۲۴ ع ۲۳ « ۲۳۰ « ۲۲۳ ب ۲۳۳ 
۶ - ۱۶ ۰« ۱۰۴۸۵۷ -- 
بنابراین ۱۶۷۷۷۲۱۵ < 5. فروشنده با پیشنهاد خود؛ توانسته است» اسب 
را به پیش از یک میلیزن و ۶۷۶ هداز توفان: پعتی بة بش از قو برایر قیمنت 
وافعی آن بفروشد. 
#مثال ۰۳۱ طول‌های چهار ضلع یک چهارضلعی کوژ» چهار جملٌ 
پشت سر هم از یک تصاعد هندسی هستند. قدر نسبت این تصاعد جچه 
عددهایی می‌نواند باشد؟ 
حل. اگر قدر نسبت تصاعد را 4 بنامیم طول ضل‌ها به صورت 
0 ۵0 ,000 
درمی‌آیند. در هر چهارضلعی کوژ طول ضلع بزرگتر؛ از مجموع طول‌های 
سه ضلم دیگر کرچعتر است. دو حالت یش می‌آید : 
۱ ۱ < ». در این حالت "۰6۸0 طول ضلح بنزرگر استت. باند فخاشته 
پاشیم : 
۰ > ۱- - 4 - وه << ه + 1 وه > وه 


تب 


)0 + () - ۲( + ) - ۱( 


 - ۱‏ مقداری است مثبت (4 را بزرگتر از ۱ فرض کردیم)؛ بنابراین برای 
این که این عبارت؛ مقداری منفی تاشد بایك 


) + () - ۲( 


۲ 1 


مقداری منفی بشود؛ و چون 4 + "0 مثبت است؛ باید داشته باشیم: 
۲ > ه << ه > ۲ - و 


۲ ۱ > و > ۰. در این حالت ضلم به طول ۵ بزرگترین ضلع است؛ 
باید داشته باشیم : 
+ "وه + وه > » 


دو طرف ناپرابری را بر 60 تقسیم می‌کنيم : 


۱ ۱ ۱ 
۱ 4 - اس > سس 
۲ ۳ 


۵ 


۳ ۳۹ : 
اگر فرض کنیم ۲ < 7 (۱ < )۰ به این نامعادله می‌رسیم 


۲ ۳ 
۵ اجه 1 تست طلست ۳ 


که همان نامعادله حالت فبل اشست و به دست نآرق 


۱ ۱ 
چم چد ۲ > - << ۲ 
۲ 0 


۱ و ( 
۵ تصاعد هندسی نزولی. اکر قدر نسبت یک تصاعد هندسیء عددی 
بین ۱- و ۱+ باشد (۱ > 4 > ۱-) یعنی وقتی ۱ > || آن وقت» 
تصاعد هندسی را نزولی گویند. هریک از دنباله عددهای 


معرف یک تصاعد هندسی نزولی است. 

در تصاعد هندسی نزولی» قدر مطلق جمله‌ها: به سرعت کوجچک 
می‌شود. به نحوی که اگر تعداد جمله‌ها را به اندازهٌ کافی زیاد بگيريم 
جمله‌های تصاعد. به اندازة کافی به صفر نزدیک می‌شوند. 

مجموع همه جمله‌های یک تصاعد هندسی نزولی. تصاعد هندسی نزولی 


ر در نظر می‌گيريم ۷ جمله [۲ ِ_ )ام أین تصاعد است ؛ بگویید 
۱ ۷ ۱ 
جرا؟ ) . مجموع ( جمله از این تصاعد را؛ طبق دستور ]1 بیدا می‌کنيم. جمله 


۱ 
(آم این تصاعد ‏ زاس استت یا ۷-۲ ۴ بنابراین 


مثلگ اگر فرض کنیم ۱۱ سعد 618 دز این ص رات 


۱ #ه بح تحت پیت تست 


۲ ۳ 


مجموع ۰ یله تصاعد؛ اندکی از ۴۳ کمتر است. اکنون ات 
می‌گیریم : 
۱ ۱ ۱ 


۰ 0/۸ تست جح سس << 


۲-۱ 1 ۱ ۰ ۷۶ 


۴ 7 ۴ نج ]سس بت آ[ 9 
۷۳9 
مجموع ۱ جمله. خیلی نزدیک به ۴ شد و اگر رقم‌های کمتر از یک‌صد 
هزارم اهمیتی برای ما نداسته باشد » می‌توان گفت مجموع 11 حجو ]* تصاعل 


اگر تعداد جمله‌ها را پیشتر بگیریم؛ باز هم مقدار مجموع جمله‌ها؛ به ۲ 
لد دوک می‌شود. مخله مقدار یی 4ج و و ۱ انوسسنتی عددیی 


که با ...۰ 6 آغاز می‌شود؛ ان وب تا رقم سی‌ام برابر 
صفر سرت ]: 

به این ترتبب روشن است که؛ اگر همه جمله‌های تصاعد (یعنی بی‌نهایت 
جمله) را در نظر بگیریم؛ می‌توانيم مجموع جمله‌ها را برابر ۴ بدانیم. 

مجموع جمله‌های همین تصاعد نزولی (۱) را» با مثال روشن‌تری پیدا 

مثال ۰۲۲ شیر محصول یک گاوداری را» بعد از میکروب‌زدایی داخل 
شیشه‌های پک لیتری عرضه می‌کنند. ولی اگر کسی شیثه‌های خالی را 
بررگرداند : در برابر هر دو شیشه خالی: یک شيشه حاوی شیر به او می‌دهند. 
حریداری ۲ شیشة پر از شیر را می‌خرد. این خریدار» با پرلی که پرداخته 
است؛ در واقم: چند لیتر شیر می‌تواند داشته باشد؟ 


۴و ۲ 


حل. یر خریدار دو شیشه خالی را برگرداند» یک شمشه یک لیتزی نیز 
ی گیگ با برگرداندن ششه خالی» می ته اند ِ ۳ شیر همراه با شپیشیة آن 


0 ۱ ۱ ۱ 
(یعنی ۲ شیشه) دریافت کند. اگر به صورت دهنی داوری کنیم؛ این ۲ 


ان ۱ ۱ ۱ 
سیشه خالی ؛ ره اندازه ۴ لش سمیر رهمراه با ۴ شبشه) ارزص دارد ۳ غبره ؛ 
یعنی مقدار سیری که خریدار ؛) با برداخت پول دو شمه یک لیتری حاوی 
۳ ۰ در وافم به انداز ه 
)۱( ب با ال 2 ۲ 
۱ 9 ِ سل 7 + | لد 
۱ 2 / ۱ ۱ ۰۰۵ ۱ : ۱ ۱ 
لیتر شیر خریده اف ات ولی ۲ ی ۴ سنیسمهه ار عس و هعیی ندارد. خریدار 
ظرف بزرگی با خود برمی دارد ؛ بول دو شیشه یک لیتری بر از سیر را می‌بردازد ؛ 
سیرها را در ظرف حود خالی هی کند: و شیشه‌های خالی را برمی‌گرداند» یی 
شيشه یک لیتری شیر می‌گیرد و در ظرف خود خالی می‌کند. تا این‌جا ۳ لیتر 
شیر در ظرف حود ریحته ات ولی هنوز یک شیشه خالی دار اختبار دارد. او 
از فروشنده یک شیشهة یک لبتری دیگر می‌گیرد در ظرف خود خالی می‌کند و 
شيشه خالی آن را» همراه با شيشةُ خالی قبلی» بابت بهای شیشة پر از شیری 
که گرفته بود» تحویل فروشنده می‌دهد و با ۴ لیتر شیر به منزل برمی‌گردد. 

هی سمل ا دز عمل ؛ توت و 3 همه جمله‌های تصاعل ۱ برابر همان ۴ 
می سود که قرله هم ده دسست آورده بودیم . 
می‌دانیم؛ برای محاسبة مجموع 7 جمله از یی تصاعد هندسی ؛ باید از 
دسبوی 

_ ۵۱۱ 24 ( 

-۱ سس وا 
استفاده کرد. وقتی ۱ > ۰۱/۱ آن وقتت. | 60| با بر رگتر شدن ۰1 کو چکتر 


۲ ۵ ۵ 


می‌شود و وقتی 7 عددی بسیار بزرگ باشد |0۳| بسیار کوچک می‌شود. 
در ریاضیات می‌گویند: هرگاه 7 بی‌نهایت بزرگ شود مقدار |*9] بی‌نهایت 
کوچک می‌شود. چون تعداد جمله‌ها بی‌نهایت است؛ در عمل» برای محاسبه 
مجموع 5 یعنی مجموع همه جمله‌های یک تصاعد هندسی نزولی» می‌توان 
از "4 صرف‌نظر کرد و نوشت : 


111 


و اين» دستور محاسبه مجموع همه جمله‌های یک تصاعد هندسی نزولی 


است. مثلاً برای تصاعد هندسی نزولی 


۱ ۱ ۱ ۱ 


۱ 
که تصاعدی است با جملةٌ اول ۲ < ۸۱ و قدر نسبت <- < 4 به دست 


1 ۲ 
ی 


۳ 
7 
۲ [ ۲ 
مخال ۰۲۳ مثلث متساوی‌الاضلاعی با ضلع به طول برابر » مفروض 
اس: اگر نقطه‌های وسط ضلع‌های این مثلث را به هم وصل کنیم» مثلث 
متساویالاضلاع تبگرف یه دست مم آید. اگر نقطه‌های وسط ضلع‌های این 
منلث نازه را به هم وصل کنیم: مثلث سوم به دست می‌آید. اگر این عمل 
را بنهایت بار تکرار کنیم: بی‌نهایت مثلث متساوی‌الاضلاع به دست می‌آید. 
مجموع محیط‌ها و مجموع‌مساحت‌های همه این مثلث‌ها رابه دست آورید. 
حل. ۱) مثلث متساوی‌الاضلاع به ضلع برابر 6» محیطی برابر ۳ دارد. 
وقتی وسط ضلم‌های مثلثی را به هم وصل کنیم. مثلث تازه‌ای به دست می‌آید 


۲ 


ان 
برابر 53 فتلنش سوم محیطی برابر 53 و غیره دارد. به این ترتیب» برای 
بیدا کردن مجموعغ محیط‌های همه مثلت‌ها باید مجموع همه جمله‌های یک 
تصاعد هندسی نزولی با جملٌ اول ۳ و قدر نسبت + < و را به دست 
آوریم : 
۳0 ۳0 
جاگ بش + و۲ 


9 ف 


ند ۲ 
۲ 


۳ ۱ 5 ۱ ۷۳ 
۲) مثلث متساوی‌الاضلاع با ضلع به طول ۰ ارتفاعی به ۱ 
۲ 
دارد (جرا؟). بنابراین ) مسیاحخت این 1 برابر 


۱ - ات مللي 
دوم ( که اژ وصل وسط‌های ضلم‌های مخلي اول نید شییستا 1 ات ) برابر 


۷۳ 


۷۳ 
۷ » مساحت مثلث سوم برایر ۲3 و غیره می‌شود و» برای مجموع 
مساحت‌های یه 4 مرها داریم : 


۹ ۷۳ 
3۳2 ۷۳ «۷۳ ۱ ۳ 


۳ ۱ و ۳۴ 


پاستخ. تور محبط‌های همه مثلث‌ها برابر ۶ واحل ۴ هن ۳ 
۳ 
۲ 
مساحت‌های همه مثلت‌ها برابر واحد تم اسست . 


مثال ۲۴. حاصل این عبارت را به دست آورید (داخل کروشه. بی‌نهایت 


سا ون ای 
۳ 


لو جس تسه 


۴0۷/۳۸۷۲ ۷/۳0۷/۳۰۲ 


۷ج ۲ 


حل. حجمله‌های داخل کروشه» جمله‌های بشت سر هم یک تصاعد 


سیی در و 8 7۷۳ ۳ 


3-۳-۷۷ ۷۲۷۲-0۱۰ 
۷۳-۲ ۰۱ (۲- ۰۷/۳/۴ ۰۱ ۳۰-۲۷۳ 
ا 0 ا ‏ ا ا /ص ۳ ۳۵" 
۲ س ۳ ۲ ۱/۳۲ 
۱۰۰ ۳ ز #گن 7 
بنابراین ؛ اهر عبارت مفروضص را 5 بنامیم؛ به د می‌آید 


5 < ۴)۷/۳ + ۲( ۷۳۷۲-۷0 ٍ_ 


ِ 


۳۱/۳ - ۲( 
۱ 


(۴ نت ۱۲۸۲ _ (۲- ۲()۷۳ + ۱۲6۷۳ 

ی تخل 

پٍ_ ۱۲۷/۲4۱ ۱۳۳ 
(۱ 4 ۶)۷۳- - ۷ ۳ ات 


۳ - ۱ 


۳ . مفهوم تصاعد در گذشته و حال 
برای انجام عمل ضرب ؛ از توان‌های ۲ استتاده مي‌کردند. مثلاً نو جه می‌کر دند 


۸ج ۲ 


که ۲۳۵ را می‌توان به صورت مجمرعی از توان‌ها ۲ نوشت: 


و ۴ الم ۲ ۳ له ۷۳ نل ۷ ۲۳۵ 
۸ .۴ ۲ ۱ 


بنابراین برای ضرب ۲۳۵ در عددی مثل » می‌نوشتند : 


/ 
۲ ۲ 
۸ 23 
۱ 
۳۲ ۳ 
۱۳۸ 5۵ 
۳۲ 


و اين؛ نخستین اندیشه» دربارة استفاده از تصاعد هندسی (توان‌های متوالی 
عدد ۲ )۰ برای انجام عمل ضرب نود. 

ولی بابلی‌ها (مردم ساکن میان‌دوروده) و تا حدی عیلامی‌ها: از 
مصری‌ها جلوتر بودند. آن‌ها جدول‌هایی تنظیم کرده بودند که شامل مجذور 
و توان سوم» جذر و کعب عددها بود؛ جدول‌هایی برای ضرب؛ تقسیم و 
عکس عددها در اختیار داشتند؛ حاصل عبارت "۵ + ۵6 را برای ۱ << »6 
تا ۶۰ < » و حاصل عددهای ۰۹۳ ۱۰۰۴ و ۲۲۵۳ را برای ۱ << « تا 
<< ۰1 در جدول‌های جداگانه‌ای ثبت کرده بودند. 

بابلی‌ها و به احتمالی عیلامی‌ها (در جنوب و جنوب غربی ایران کنونی)؛ 
تصاعد‌ها را می‌شناختند و در جذول‌هایی که تنظیم کرده بودند مجموع 
جمله‌های تصاعد حسایی مجموع جمله‌های تصاعد هندسی ؛ مجموع 
مجذورهای عددهای طبیعی متوالی و بسیاری محاسبه‌های دیگر را آورده 


بو دید . آن‌ها می تو انستند ؛ با در ذسس داستن حمله ام و عر ۱ 1 حمله 


۲ ۵ 


از تصاعد» قدر نسبت آن را محاسبه کنند. محاسبه‌ها طوری انجام شده است 
که گویا از همه دستورهای امروزی مربوط به تصاعدها اطلاع داشته‌اند. 

در یونان باستان و» سپس در مکتب اسکندریه هم با تصاعدها (و 
بیشتر به یاری هندسه) کار می‌کردند. فیثاغورث (سده ششم پیش از میلاد) 
سه نوع تناسب را توضیح می‌دهد : 


تناسب حسابی : 6 6 عد و - 6 
تناتسی) فتفانس ۱ 
۱ ۲ ۷-۰۲ ۷ 
ی هس ۳ و 


و می‌دانيم» تناسب‌هاء آغازی برای شناختن تصاعدها هستند. اودوکس (سدهة 
چهارم پیش از میلاد)؛ بحثی منظم‌تر دربارة تصاعدها دارد تا؛ سرانجام؛ 
اقلیدس (سدة سوم پیش از میلاد)؛ در کتاب معروف «مقدمات» خود. به همه 
این بحث‌ها؛ نظمی منطقی می‌دهد. 

ریاضی‌دانان هندی هم با تصاعدها آشنا بودند. مهاویرا» ریاضی‌دان هندی 
سده هم مبلادی مساله‌هایی دربارهٌ تصاعد (حسابی و هندسی) دارد و سه 
سده پیش از آن؛ در کتاب «سه فصل در حساب» که به وسیلةٌ یک ریاضی‌دان 
جینی نوشته شده است؛ مساله‌هایی درباره تصاعد حسابی وجود دارد. 

تا سده شانزدهم مبلادی: تصاعد را (جه حسابی و جه هندسی) از 
جایی آغاز می‌کردند و به سمت راست ادامه می‌دادند و» دنباله» تنها از یک 
سمت پیش می‌رفت. نخستین کسی که انديشه ادامهٌ جمله‌های تصاعد را از دو 
طرف مطرح کرد شتیفل (۱۵۶۷-۱۴۸۶ میلادی)» ریاضی‌دان آلمانی بود. 


آن را در تصاعد دوم ) کم ۲ آیا دساله‌ای که به دست می‌آید ؛ یک تصاعد 


و ۱ ۳۲ 


حسایی نازه اس ؟ 
۶ حاصل این کسر را؛ یفاژاع ۷ فرهاعت تايه قست. آهویلا 
اس با 2 ۳ 
۸ راچد اج 


حت 1 


۷ حاصل ضرب ‏ جمله از تصاعد هندسی با جملةٌ اول » و قدر 
نسبت 4 را پندا کنید. 

۸ در یک دنباله: می‌دانيم ۱ < .4 و ۲۷ + لا < ۱بورلا. جمله 
عمومی دنباله (یعنی ,1 بر حسب 1) را بیدا کنید. 

۲۹ تثابت کنید جمله‌های دباله ۲۳ ت مزا ...۲ باه عد )) 
در رابطه ۰ < ,۲۷ + ۱بیرن۳ - بو صدق می‌کنند. 

۰ الف) دنبالة ( ۳ < ,ل) را پیدا کنید» به شرطی که بدانیم : 


ط جح ۳ سا ۱دبر ۵ ولا 


تٍب) آیا دنباله‌های دیگری: با همین شرط وجود دارند؟ 

۱ برای دنباله‌ای می‌دانيم » <- ۱ و ۱ - ۲ از جمله سوم به 
بعد» هر جمله پرابر است با مجموع دو جمله قبل از آن. اين دنباله را دنبالة 
فیوناچی و جمله ام آن را. امین عدد فییوناچی گویند. 

الف) دستور برگشتی برای عددهای فیبوناجی را بنویسید؛ 

ب) ۱۳ جمله اول از دنبالة فبوناجی را بیدا کنید؛ 

#ح) دستوری پیدا کنید که. جمله عمومی دنبالة فیبوناچی» یعنی جملهة 
7 آن را بر حسب 1 مشخص کند 

#د) ثابت کنید. برای هر ۰7 این برابری برای عددهای فیبوناچی برقرار 
است : 


(۱ سب 5 ۱-- ) اه مرت ۷ 7 یرل ۲ ولا 


زا و ۲۳ این مجموع‌ها را میحاسبه سك 


٩+... ۹۹۲-۲‏ ۳۲۴۳+ ۱-۲۳ (۱ 
«رقم 
[ه ۰۰۰ 0۵۵۵ + ,.. 4 ۵۵۵ + ۵۵ + ۵ (۲ 


4 6 ۱۵۵ بل و سل ۴ هر ۳ لب ۳ 4 ۷ حد ۲ مد ۱ ۷۳۱ 


۱ ۱ ۱ ۱ 
1 ۳( 
. س سل ۱ سل ۱ [۸ 
۱ (۱ 4 )و ۲ 6 ۳ ۳ مد ۲ ۷0 
۱ ۱ ۱ ۱ ۱ 
و کت هت 0۳ تا ۱۳۳7 مت 


پ۱ 1 میله‌ای آهنی؛ در صعر درحه؛ طولی برابر یک متر دارد. اک / ۳ 
طول میله در درجة حرارت / بگيريم می‌توان آن را؛ طبق دستور 


۶۴ و ه هو + ۱ و 


به دست آورد. یک تصاعد حسابی بنویسید که جمله‌های آن» معرف طول این 
میله» در درجه حرارت‌های ۰۰ ۰۱ ۲ ... درجه باشد. طول ان میله در 
حرارت ۱۰۰ درجه حقدر است؟ 

۴ سرعت دوچرخه. ضمن بایین آمدن از تبه» در هر ثانیه به اندازه 
ثابتی اضافه می‌شود (در بحث مربوط به حرکت» می‌گویند: دوچرخه؛ شتابی 
ثابت دارد). اگر این دوجرخه از آغاز ثانبه دهم تا بایان ثانیه شانزدهم ‏ 
با سرعت متوسط ۴۵ ۶۸ متر در انبه و از آغاز ثانیه دوازدهم تا بایان ثانية 
نوزدهم» با سرعت متوسط ۷/۷ متر در هر ثانیه حرکت کرده باشد» سرعت 
نخستین دوچرخه و سرعت آن را در پایان انیهُ نوزدهم پیدا کنید. 

۶ اگر جسمی به وزن ۲ کیلوگرم را به اندازهٌ 5 متر بالا ببریم 
می‌گویند به اندازهٌ ۵ < ۸ (کیلوگرم متر) کار انجام داده‌ایم. 


۳ 


مخزنی مجعب مستطیلی با قاعده ۶۰ « ۵۰ سانتی‌متر و ارتفاع برایر ۸۰ 
سانتی‌متر» بر از آب است. برای بیرون آوردن هم آب مخزن ؛ چند کیلوگرم 
متر کار لازم است؟ 

#. سه عدد که تشکیل تصاعد هندسی داده‌اند» مجموعی برابر عدد 


همست 6 دارید, کمترین ۲ بیسترین مقد‌ار حاصل ضرب این سه عدد» حقدر 


۱ ۳ 1 ۱ 
۷۶ ۱( . ۳ حت ولا حیرله سموهمی بک دنباله است؛ 
٩‏ د ۲۱۲ سل 11 
مجموع 


رط را یر لد ود ار 


۸ در سه‌جمله‌ای درجه دوم ۵ + و9 4 02 می‌دانیم 0 میانگین 
حسابی لا و ۰ همجن / میانگین هندسی له و ِ- ی معادله 
و < عم + 02 + ۸۲ را حل کنید. 

و ۱ : ۱ 2۳ اد 1 

1۹ تانت: کنله ۳ 7 وا عددی خیلی بزرگ بگیریم تن 9 

۲ ۸ ۱ 
در دناله فسوناجی. به عدد و( انز نزدیک می‌شود ) به نحوی که 
۱ !۱ 
وفتی 1 را بی‌نهایت بگيريم این نسبت با 6 555۲ 

۵ ۵ ۱ . دست مرد روزانه (۷ ضاعت کار ) و۱ کارگر متخصص ‏ ۵ کارگر 
دستیار و ۱۵ کارگر ساده روی هم ۲۶۷۰۸۰ ریال و دست‌مزد روزانة ۵ 
کارگر متحصص ‏ ۱۵ کارگر دستار ژّ ۱ کارگر ساده روک سم ۵ ۸ ۳ ۶ ۳ 
ریال ان اگر دست‌مزدهای شر اي کار » برای کارگر سباده » دستار 


و متخصص. به تصاعد هندسی باشند؛ دست‌مزد هر ساعت کار هریک از 
کارگران را پیدا کنید. 


۵۱ کمتزین سرعت زاوبه‌این ماشین. تراش, ٩‏ وا تنشترفن. سرغنت آن 


۳" «۳ 


۸ دور در دفیقه است. جعبه پیشرفت (گیربوکس پیشرفت) را طوری تنظیم 
کرده‌ايم که امکان ۴ سرعت زاویه‌ای دیکر را فراهم آورد. به نحوی که با 
دو سرعت زاویه‌ای مفروض (کمترین و بیشترین)؛ ۶ جمله از یک تصاعد 
هندسی را تشکیل دهند. این چهار سرعت زاویه‌ای محور دوران را پیدا کنید. 

۲ تولید یک کشورء در طول ۷ سال» رشد سالانٌ ۶۸۸ درصد 
داشته است. ابت کنید» در سه سال آخر به اندازهٌ چهار سال اول. تولید 
صنعتی وجود داشته است. 

۳ مجموع چهار جمله اول از یک تصاعد هندسی نزولی برابر است 


۳۸۱۰۶۴۸۱۴۸۱... ۳۸ ۱۰۶)۴۸۱( 


و مجموع همه جمله‌های این تصاعد؛ برابر ۶ شده است. تصاعد را بیدا 

۴ در مثلث متساوی‌الاضلاع با ضلع به طول ۰6 دایره‌ای محاط 
کرده‌ايم. اگر نقطه‌های تماس دایره با ضلع‌های مثلث را به هم وصل کنیم؛ 
متلث متساوی‌الاضلاع تازه‌ای به دست می‌آید. دایره محاطی این متلث دوم 
را رسم کرده‌ايم؛ به همین ترتیب؛ با وصل نقطه‌های تماس دایره با ضلع‌های 
مثلث دوم به یکدیگر مثلث متساوی‌الاضلاع سوم به دست می‌آید که دایر 
محاط در آن را رسم کرده‌ايم و غیره. مجموع مساحت‌های همه دایره‌هایی که 
به این ترتیب به دست می‌اید» پیدا کنید. 


۵ ۱ جه عددی باشد تا معادله 
م < ۱ 4 + ۱(۵۲ + ۲)۳۲۰ - ۳2۲ 


چهار ريشة حقیقی داشته باشد که تشکیل یک تصاعد حساپی بدهند. 


۳۴ 


1۵ عمل عکس در ریاضیات 


_ سه عدد ۵ و ۶ و ۳۰ را در نظر می‌گريم. بين این سه عدد چه 
رابطه‌ای وجید دارد؟ روشن است که با انجام عمل ضرت روی دور عدد ۵ 3 


۴ سقاب ۵ ۵ هه دسا ق.ایل؛ 
ات اج از 


ضرب. تعریفی مستقل دارد. برای ضرب دو عدد طبیعی مثل ۰۵۶ می‌گوییم؛ 
اگر عدد ۵ را ۶ بار بنویسیم و سپس با هم جمع کنیم؛ یا عدد ۶ را ۵ بار 
بنویسیم و سپس با هم جمع کنیم حاصل ضرب ۶ 7 ۵ به دست می‌آید. 
اگر از سه عدد ۵ و ۶ و ۳۰ بخواهیم به یاری دو عدد ۵ و ۴ عدد 
۰ را به دست آوریم؛ با عمل ضرب سروکار داریم؛ ولی اکر از اين سه 
عدد. دو عدد ۶ و ۲۰ یا ۵ و ۲۰ را در اختیار داشته باشیم» برای به دست 
آوردن عدد سوم باید از عملل تقسیم استفاده کنیم. ولی» برای تعریف عمل 
تقسیم؛ به طور معمول دوباره به عمل ضرب استناد می‌کنند. برای تقسیم ۰ ۲ 
بر ۶ باید عددی بیدا کرد که اگر آن را در ۶ ضرب کنيی عدد ۲۰ حاصل 


۳۱ ۵ 


شود. لیم تعریهی مستقل ندارد و به کمک عمل ضرب تعریف می‌شود. 

۲ اکنون عمل توان را در نظر می‌گیریم: ۳۲ < *۲. توان تعریف 
دارد : اگر عدد ۲ را ۵ بار بنویسیم و سپس در هم ضرب کنیم؛ حاصل ۲۶ به 
دست می‌آید. بپینيم ) برای عمل توان» چند عمل عکس می‌توان بیدا کرد. اگر 
از سه عدد ۲ و ۵ و ۳۲ دو عدد ۵ و ۳۲ را در اختیار داشته باشیم با چه 
عملی می‌توان به یاری آن» عدد ۲ را به دست آورد؟ با عمل ريشه گرفتن : 
۳ ۷ برایر 1 می‌شود. بنابراین ) اگر از ما پر سل 7/۳۲ یعپی جه! می‌گوييم ؛ 
منظور بیدا کردن عددی است که توان ینجم آن پرابر ۳۲ شود؛ یعنی برای 
تعریف زیشگر : از مفهوم توان استفاده می‌کنيم. ريشه گرفتن. عملی عکس 
عمل ند تو ان رساندت الیستا, 
۲ را در اختیار داشته باشیم با چه عملی می‌توان ۵ را به دست آورد! 

این عمل را هنوز نمی‌شناسیم تنها می‌دانيم یکی از عمل‌های عکس برای 
عمل توان است. برای این عمل» نامی گذاشته‌اند: لگاریتم گرفتن. می‌گویند: 
لگاریتم غعدد ۲ ۲ در بایه 3 برابر ها می‌شود و این طور می نو بسمنل : 


۵ < ۳۲ 1087 
(یخوانید : لگاریتم ۲ در مبنای ۲ پا در بایة ۰۲ برابر است با ۵)؛ یعنی 
اگر ۲ را به توان ۵ برسانیم؛ عدد ۲۳ به دست می‌آید. 


لگاریتم هم یکی از عمل‌های عکس توان است و به یاری توان تعریف 
می‌شود. وفتی می‌نویسیم : 


7 < هر ,108 
یعنی ۸ < "۰0 مثلاً ۱۲۵ ,ع10 برابر ۳ می‌شود زیرا "۵ برابر ۱۲۵ است؛ 


۳۹۶ 


تیه مهم. دیدیم» این دو برابری هم‌ارزند : 
4 ع< "0 و عد ۸ ,۱08 


اگر در تن |۲۳ تن ان به حای 11 مقدارس ر از برابری دیگر» یعی 
0 < ۸ ,۵8 قرار دهیم» به دستوری می‌رسیم که در حل پسیاری از میتاله‌ها: 
می‌ته اند مفید باسد. 


5 4 ( ۱ ۱ 


بزایری )۱( را اتحاد اصلی لگاریتم گویند. 
مثال ۰.۱ محاسبه کنید : 


۱ 
۱( 108+ ۲۷: ۲( 8۰۷ 7 
۲) 02 2۶ ۳( 09 108+ 0 ۳۲ 


(وقتی می‌نویسیم 2 (ع10 ,۰108 یعنی (۸ ,108), 108.) 


حل. حون 7/۲۷ ۳۸/۲ و ۷ ۲۷ یاه تن 
11 ۲۷ 108۳ 


6 چون 3 ۲۳ پس ۳- - با 


۳( چون ۷/۳ ۳ بسن ِ < ۷/۳ 18+ 


۴( به ترتیتا؟ از راست به چب محاسبه می‌کنيم : 


1087108۱0۵ ۲۵۶ < 1081087 ۴ < 102 ۲ < ۱ 


8 تعریف و ویزگی‌ها 

تعریف. » را عددی مثبت و مخالف واحد فرض می‌کنيم. در این 
صورت؛ لگاریتم عدد ۸۷ در مبنای ۰06 به عدد 2 گفته می‌شود؛ به نحوی ۳ 
برابر با 1۷ شود؛ یعنی عدد 1 لگاریتم عدد ۷ در مینای 04 است؛ به شرطی 
که زد 0 

ویژگی‌های لگاریتم؛ ناشی از ویژگی‌های متناظر آن در توان است. این 
ویژگی‌ها را می‌آوریم : 

۱) پیش از همه باید توجه کرد که عددهای منفی و صفر در هیچ 
مینایی لگاریتم ندارند؛ زیرا مبنای لگاریتم عددی مشت و مخالف واحد 
است؛ و اين مبنا به هر توانی (مثبت؛ منفی يا صفر) برسد. نتیجه مثت 
خواهد داد. 

۲) لگاریتم عدد ۰۱ در هر مبنای مثبت و مخالف واحد» برابر است با 
صفر. 

۳) اگر مبنا بزرگتر از واحد باشد» لگاریتم عددهای بزرگتر از ۰۱ مثبت 
و لگاریتم عددهای کوجکتر از ۰۱ منفی است: 

پرای ۱ < » و ۱ < ۸۷ داریم ۰ < ۸۷ ,108. 

برای ۱ << # و ۱ > ۸۷ > ۵ داریم: > ۷ ,108 

مثال‌ها: ۲ < ۱۰۰ ,,08[؛ ۲- << ۰۸۰۱ ,,08[: ۲ < ۴ ب۱08۵: 
۲ چ +0۵[. 

۳ وقتی مبنا؛ عددی بین » و ۱ باشد (۱ > ۰ > »)۰ آن وقت 
لگاریتم عددهای بزرگتر از واحد منفی و لگاریتم عددهای کوچکتر از واحد 


۳ ۱۸ 


ره وا اج ۱ وبا 
۱ 
۸ ۳ ۲ 
سب 0 , 108 


۵) وقتی مبنا بزرگتر از واحد باشد؛ عدد بزرگتر» لگاریتم بزرگتری دارد: 
ار ۸۷ < ۲ و ۱ < 4 آن وقت ۸۷ ,108 < ۷ ,108. 
۶ وفتی مبنا بین صفر و واحد باشد؛ عدد بزرگتر لگاریتم کرچکتری 


دارد : 


اگر ۸۷ < 11 و ۱ > ۸ > ». آن وقت ۸۷ ,۱08 > ۸۷ ,102. 


٩‏ قانون‌های محاسبه 
۱ » و ۵ را؛ عددهایی مثبت و مخالف واحد می‌گيريم و فرض می‌کنيم : 
7 << 0 ,108 
ی ا ه ری :زا < < 6 یعنی 
۱ 
مت جح ۵ ,102 
1 


و از ضرب این دو رابطه به دست می‌آید : 


1 


۲) فانون تغییر مبنا. ]1 عددی است مثبت و عددهای مثبت » و نا 


)۳( 


برابری (۳) اجازه می‌دهد از مبنایی به مبنای دیگر پرویم (لگاریتم در مبنای 


۱ 
ا» به لگاریتم در مبنای 0). درضمن» عدد 7سسج[ را؛ مدول عبور از مبنای 
با ات 
۵ به مبنای » گویند. 


اثبات برابری (۳). با توجه به دستور (۱) می‌توان نوشت: 
امعم و و 0۳۷ - ]1 


مقدار ۵ را از برابری دوم در برابری اول فرار می‌دهیم : 


( ۱۸ رها ) (ظ مارم ‌ تست ۳ 7 وق نا 
درنتیجه؛ بنابر تعریف لگاریتم (لگاریتم /1 در مبنای 0) خواهیم داشت: 
,۰۱0۵ ,102 -- 2۷ ,۱08 


که از آن‌جا به دست می‌آید : 


1 ,108 مد از وبا 
0 ,108 


۳( فرض می‌کنيم : 7 <- ۷ ,ع1۵ و ۷ < 1۷ ,108 بعنی 
رات ای ازع ۳ 
از ضرب این دو برابری در یکدیگر» به دست می‌آید: 
رده خ (۷ 102۸/۰ > ۷ ۰ ۸۲ < ۲۷ *م 


و ۳ ۲ 


که اگر به جای 7 و 0 مقدارشان را بگذاریم: 


(؟( 


108 ,) 1۷۲ ۰ ۸۷ ( -< 08 ۸ + 18 ۷ 


به این ترتیب 4 لگاریتم عمل ضرب را به عمل ساده‌تر جمع تبدپل جتن:: 
( با استدلالی یه سحالت قبل» به این دستور می‌رسیم . 


)۵( 


۱08,۸۲۴ ( ۳ 108۵ (۶( 
۵8, ) 7/۱ ( 1 ۱1 2 


دستورهای (۱) تا (۰)۷ راهنمای ما در محاسبهٌ عبارت‌های شامل لگاریتم 
ساب . 


متال ۲ . حاصل این عبارت‌های عددی را به دست آورید: 


08۷۰ (۳ :۲۲ ,102 (۲ جر ۱08 (۱ 
۵ 
08,۲ - ۱۶ ,عه! (۵ 2(۰) ۲ ۳( 9 08۰۷ (۴ 
حل. به برسب داریم : 
8 4 ,۱08 
۱۳۳ 7 < ( »)108 (۱ 
0 , 108 - ۵ م5٩‏ 


۳۳۱ 


۱ 1087۳۲ ۵ 

2 - لش < ۳۲ مره[ (۲ 
۴ ۱۶ ,108 

۴ 108۸۱ ۱ 
و ی پا ار تن[ (۳ 
۳ ۲۷ 108 


۹ ۱ 
٩ ۲ 087)(‏ 
سس له | ] پوو[د | - ]| ب۱08 +[ | 08 (۳ 
۴ 108۷ ۳ 
هش 1 ۶۲۰ ۹ ۲۱ 
َ ۳ گت 0 ۳ 8 نس ۷ ۳ 
۳ ۲ ۱ ۳ 
اه( سل 


۱۶۱ 
| دش قه[ < ( 108 - ۲ رع۱0 - ۱۶ ,108 (۵ 


متال ۳ اگر بدانیم ۰۱ ۲ / ۵ سح 108۳۱ مدای طترییی ۵ رد 06[ را 
بیدا کنید. 


۹ ۱ ۱ ‌ ۱ 
تّ ( ۹۰ ۹ ۵ 08 ب ۷۵ ,08۱۰ 


۲ 


۳ ۳۴ 
۳ مه << ۳۰۱ ۸ - اباج ند (۲ ,,ع10 - ۱۰ ص۳۱ 5 


منال ۴. کدام بزرکترند: ۱۵۰ 108۱ یا ۲۹۹ ب,108؟ 
حل. داریم : 


۰ -< 108(۳)۱۳(۲ < ۱۶۹ ,108 > ۱۵۰ ج,108 
۲ < ۱08,,)۱۷(۲ < ۲۸۹ ب,108 < ۲۹۹ ,108 


۳۳ 


۰ 108 از ۲ کوچکتر و ۲۹۹ ,,108 از ۲ بزرگتر است؛ پس 


۰ ۱08۱ < ۲۹۹ پ, 108 


مثال  .۵‏ چه عددهایی می‌تواند باشد, اگر داشته باشیم: 
۱098 > (۳ + 108,,/2 (۲ :۱ < (۳ + ۲1۵۵,,/2 (۱ 
حل. ۱) معادله؛ به این صورت درم آید 
مه ند وی < ۳+« چ < - (۳+ ).وا 

و بنابراین ۳ - ۷/۱۰ 7 

۳ چون مبنای لگاریم بزرگتر از واحد است» باید داشته باشیم : 
(*) ۲ >> ۳ 1 1 
از طرف دیگر: لگاریتم صفر و عددهای منفی معنا ندارد» پس 
+ 


و سر ۲ 1 1 


از () یه سین مر ار ۱- > ۲ و از (**) نتیجه می‌شود ۳- < 2 
پاسخ. اح > ۲ > ۳ٍ--. 
مثال ۶. حاصل این عبارت را پیدا کنید (۰ < ۱,6 ع »): 

( ۰۱0۵,)۲8۸۹..+( ۱۵۳),ع۱۵(+( ۲عا)رعه۱+(۱عا) ,هه < ۸ 


حل. حاصل‌ضرب تانرانت‌های دو زاویهُ متمم برابر واحد است؛ مثلة 


- صا ارم 8۱۰ ت‌ِ ۲ وه 


۳۳۳ 


( ۲۵۸۹۲ ۰۱۵۸۸۲.. ۱۵۲ ۲8۲ ۱ع8)مع۱0 < ۸ 
< [ ۰۱۵۴۵۳( ۱۵۴۴۲۲۵۴۶) ۲۲۵۸۸۲۰۰۰ 8۲)( ۱۳۲۵۸۹ 8) ]108 < 


۵ د ۱ 0[ (۱ ۱۵ ۱ 4 ۱۱ ]۵9ات 
مثال ۰.۷ این معادله‌ها را حل کنید : 
< 2 108 108۲۱0۵ (۲ :۲ < ۲ +108 + 2 ۱08۳ (۱ 
۳ ۱ 
۵ ات بو ده ۳ 
/ 
که از آن‌جا به دستا م اید: 
 ۲‏ خد ۱ ویو و[ > ر 
۲) از برابری » < (: 1080 1087)108 به دست می‌آید : 
۱ < ۲ 108 1087 
از برابری ۱ <- (م108)+108 به دست می‌آید: ۴ < 2 ,108 و از آن‌جا 


۶۲۵ - ۵۲ -- و 


۱ ۳ ۳ 
1 طیعت و عددهای غیر حبری. عددهای گکنگ به دو گروه تقسیم 
می‌شوند : جبری و غیر جبری. عدد گنگ جبری می‌تواند ريشه معادله‌ای با 


۳۳۳ 


ضریب‌های گویا باشد. مثل ۷۲ و ۰/۳ ولی عدد غیر جبری نمی‌تواند 
ريشة معادله‌ای با ضریب‌های گویا باشد. از عددهای غیر جبری» 7 را 
می‌شناسیم. این عند (که به تفریب برابر ۳۸۱۴۱۶ است)» نسبت طول 
محیط دایره را به قطر آن نشان می‌دهد. برای محاسبةٌ محیط يا مساحت دایره؛ 
همچنین برای محاسیه سطح یا حجم کره؛ ناچاریم از عدد 7 استفاده کنیم. 
عدد ۰7 جزو ساختمان طبیعت است و؛ برای محاسبه‌هایی که در طبیعت 
انجام می‌گیرد (به فول فیلسوفان پرای نفسیر کمیتی طبیعت)؛ در بسیاری 
جاها» ناجاریم عدد 7 را به حساب آوریم. 

وجود عددهای گنگ جبری؛ به روشنی در طبیعت دیده می‌شود. اگر 
مکعبی با ضلم به طول ۱ سانتی‌متر بسازیم» طول قطر هر وجه آن برابر ۷/۳ 
و طول هر قطر مکعب برابر ۷/۳ سانتی‌متر است. ولی همان طور که دربار 
عدد 7 دیدیم» عددهای غیر جبری هم در ساختمان طبیعت به کار رفته‌اند. 
۰ طبیعت. بجیده‌تر از آن است که با کنار گذاشتن عددهای غیر جبری. 
قابل شداخت باشد. 

عددهای غیر جبری هم همچون ساير گونه‌های عدد بسپار زیادند» به 
نحوی که می‌توان آن‌ها را بسیار فراوان‌تر از همه عددهای جبری (جه گویا و 
جه کنی) دانست: ۱۱ ۰511۱ ۰8۲۲ ۵ ۰108 همه عددهایی غیر جبری‌اند 
و هرچه با ریاضیات بیشتر آشنا شوید. هم عددهای غیر جبری بیشتری را 
خواهید شناخت و هم به ارزش و اهمیت آن‌ها (برای شناخت طبیعت) بیشتر 
بی خواهید برد. 

۲ لگاریتم طبیعی. یکی از عددهای غیر جبری که در ساختمان طبیعت 
بسیار به کار رفته است (و در نتیجه» اهمیت زیادی در ریاضیات دارد) 


عددی است که آن را با حرف 6 نشان می‌دهند و به تقریب برابر است با 


۸ ۲۸ یج م 


۳۳۲ ۵ 


و جان نیر ریاضی‌دان اسکاتلندی (که درباره او» اندکی بعد صحبت خواهیم 
کرد)» همین عدد غیر جبری 6 راء مبنای لگاریتم قرار داد. لگاریتم در مبنای 
» را به صورت * ,08 با بهتر از آن (و آن طور که در ریاضیات معمول 
شده است) به صورت 17 نشان می‌دهند (] حرف اول واه لگاریتم و 1 
حرف اول نام نبر). 

لگاریتم با مبنای عدد 6 را لگاریتم طبیعی و یا گاهی لگاریتم نیری گویند. 

این عدد 6 چیست و از کجا آمده؟ از پبحث تفصیلی در این‌باره می‌گذريم 
و تنها به یک نکته (که پیشتر جنبه ریاضی این عدد را روشن می‌کند) اشاره 
می‌کنيم. 1 را عددی طبیعی می‌گيريم و به عبارت -ب 0( توجه می‌کنيم. 
این عبارت را می‌توان به ازای مقدارهای متوالی 1 محاسبه کرد : 


1 : 
4 جح دج ۲ :۲۶ 
۳ 


۱ 
هر | + 
۱ 
سم 
ی 
- 
ض 


0 
1 
اسب 
ست 
۱ حص. | سب 
-_ 
1 
سس 
0 
تست 
- 
]سب 
هه 
شك 


٩: 14 - 2 ۲‏ 
چم س. << بیس ۲۸ 
۱ 7 ۲۵۶ ۴ 
۹9 ۵ثصت_(؛ُ۱۱ 
۳ج سس بت زب 1( ۱ ها سح و 
۳۱۳۵ ۸ 


11 ۱ 5۳ ۱ ۱ 
می‌بینيم حاصل 3 ۳ 0( ؛ به ترتیب بزرگتر می‌شود» ولی می‌توان ثابت 
کرد که همیشه. کوچکتر از ۳ باقی می‌ماند. در وأفع اگر 9 را تسیار تذرگ 


ب ۸ ۱ ۱ 
بگیریم؛ ان وقت حاصل ‌ِ عم 0۱ به مقدار 6 بسیار نزدیک می‌شود. 


۹ 


۳۳۶ 


۵ < 1 داریم: 


"یا ۱۲ 
۹ب ۳ : دج 
۵ ۱ 11 


و بنابراین با توجه به مقدار ( 2 +۱) به ای ۵ - و 


۲۸ ۴۸۸۲ > > ۷ ۸۹ 


71-۱ ۱ 11 ۱ 
(۱+۵) >ه > دجم 
17 ۱ 11 


و به طور کلی 


و هرجه عدد ۱2 را بزرگتر بگیریم به مقدار واقعی عدد 6 نزدیک‌تر می‌شویم. 
۳ لگاریتم دهدهی. در لگاریتم دهدهی؛ مبناأی لگاریتم برابر ۱۰ 


است ؛ به لگاریتم دهد‌هی : لگاریتم اعشاری سم می‌گو یند. لگاریتم دهذهی 


را به صورت 108 (بدون نوشتن مبنا) و يا بهتر از آن به صورت 1 نشان 


می‌دهند. در این کتاب ,۱68 به معنای لگاریتم در مبنای ۰6 1 به معتای 


لگاریتم طسعی و ۳ به معنای لگاریتم دهدهی اسنت. 


لگاريتم دهدهی و لگاریتم طبیعی عددها تن 6 تابع‌های مثلئاتی » 
در جدول‌هایی یه نام جدول‌های لگاریتم آورده شده است (الته نك تقریب) تا 


در محاسبه‌ها مورد استفاده قرار گیرد. 


برای آشنایی با شیوه محاسبه به یاری جدول‌های لگاریتم و روش استفاده 


از این جدول‌ها باید تا انتشار جلدهای بعدی «ریاضیات محاسبه‌ای» صبر 


کنید. 


۱ 


۱ 1 
 - ۰‏ ماع[ (۱ 
180 1ص ۱ 


۲ ۴ 


۳۳۷ 


مه < - +4 1۵۰/۵ + ۱/182 (۲ 
+ ۱۵۷+ ۱۷/۱۵2 ( 
8 ۰( ۵ ) سس ۶( ۱۹ بل م۷ س 2( (۳ 
حل. ۱( اگر را ۷ بناهیم بعد از عمل‌های ساده به این معادله 
هی‌رسیم ۰ 
 -۴‏ ۱,۷ < بل چ< ۰ < ۳-۴ + "۱ 

از معادلة ۱ <- 1 به دست می‌آید ۱۰ < » و از معادلهةٌ ۴- - 2 به 

یی این ؛ اوه رو ۲و۱ سس وولو رب 


۱ 


۳ ۱ ۱ 
هم - ۱ 4 ۲۱/۱۵۲ + 1 چا ب جر 93 + 0/122 


از آن‌جا م -- ۱(۲ 4 ع| ) و ۱-- < ۱/12 که قابل قبول نیست. این 
معادله جواب ندارد. 
۳) معادله را به این صورت می‌نویسیم : 


۳( -۵) < ۱۹(5 -د ۷ - و) 
این برابری وقتی برقرار است که داشته باسیم : 
» < جع با ۵-۸ < ۱۹ + ۷ - 2 


که از آن‌جا ده دسست می‌آید : ۳ ح :1 4 3 1:۲ 6 ۱ ۳۳ بآ 
مثال ۰.۹ این نامعادله‌ها را حل کنید : 
 ۲(1۵)/۲ 4 ۷ 4+ ۲۰( < ۰‏ :۱ > (< -18)۱1 (۱ 
08 + ۱ ب 


۱ 2 ۱1 
(۱ 6 9:۴۵ و و۱ 


بر ۳ ۳ 


حل. ۱) نامعادله را به این صورنت می‌نویسیم : 
سود موش و۱ ی بت 1 کت ۰۰ > ۳( - 18)۱ 
به‌جز این مقدار :: -- ۱ باید مثبت باشد (لگاریتم عدد منفی معنا ندارد). 
پاسخ. ۷ تک اسر 
( حون ۵۰ << ۱ پس 
هت ۱۵ جد ۲۵ 1 ۷ ود چب ۰ << (۲ + ۱۷۰+ )12 


ه < (۵ 4 )(۲ +4 ه) چ ه < ۱0 + ۷۵+ و چ 


باید هر دو پرانتز مثبت یا هر دو پرانتز منفی باشند : 


ین یه سبح ۲ لت مه < ۲ د و 
۱ ار » < ۵ +4 2 


اس > 8 یه ۲ ۳ 
۶۹ اسب خخجبل 
پاستخ. ۲ در و با ۵ات > . 
۳( ك ,0۳ ر 1 می‌نامیم : 


۲ ۲ 
۱ ۱ 
ار ۳ ند سک 
٩ 1/ +‏ ۳ 


با شرط ۱- « ۰۷ می‌توان نامعادله را به این صورت نوشت: 


هو( ی ۱ از 


در یک جدول» علامت هریک از عامل‌های ضرب و سیس؛ علامت حاصل 
ضرب آن‌ها را پیدا می‌کنيم (مثلاً ۱ + به ازای ۱-- > منفی و به ازای 


۳1 


۱<- < 1 مثبت است): 


به این ترتیب ۱ < یا ه > ۷ > ۱-. باید این دو نامعادله را حل کنیم : 
هم > ۲ ,108 > ۱ - و ۱ < 2 ,108 


نامعادله اول به پاسخ 6 > 2 > » می‌رسد (وقتی مبنای لگاریتم» یعنی » از 
واحد کوچکتر باشد؛ آن وفت لگاریتم عددهای کوچکتر از مبنا؛ یعنی وقتی 
> : > ۰ از واحد بزرکتر می‌شود) . نامعادله دوم» هم‌ارز با این دستگاه 
یت کب 

اس > 3 1086 ۱ 


۱ 
3۳ + ۱ج ۱ ۱ 
/ 1- < :3 ۱08 


8: 3 
1 1 


مثال ۱۰ . کدام پر رفترنا 
۱( ۰ (0۱ :هه ۱۸) یا #۷ ۲( ۱ یا ۳۹ 


حل: ۱( در متن درس دیدیم» برای ۱ خر ۲ داریم : 


۵ ۱ 
2 سک 
1 


این نابرابری به‌ازای ۱۰۴ < 7 به صورت 


۱۰ 


۳۲۳۵ 


درمی‌آید. بنابراین *۰۰۰۰۰۱(۲۳۳۳*۳ ۱۸) از ۲ بزرگتر است. 
۲( در هن درس دیدیج برای ۴۳ خر ۲ 


۱ 11 
+ | 7 
۱ ۲۸ 


اکنون» برای تعبین عدد 3 بت آنها را محاسبه مي‌کنيم : 


۱ ۱ هی ۲ ۲۵7 
۱ حح سست... ور تست 
و ۵ ۵ ۱ ۷ ۱و ه ۱ ر وه و۱ نی 


ایا ۳ ۱۵۵ 26 ۱5۶۱۳۲ 


پاسسح. علدد ۳۳۳ ۱۵8 از عدد *۱۰۰۱۳۲ ترگتر افنتا: 


۵0 . تابع لگاریتمی 
تابع با ضابطهٌ * ,ع10  <‏ را تابع لگاریتمی گویند و روشن است که این 
تابع» عکس تابع با ضابطةٌ *۵  <‏ است؛ بنابراین» نمودار 2 م۱08 -< 1 
قرينة نمودار *6 < ۰۷ نسبت به نیمساز ربع‌های اول و سوم است (شکل 
۳۸ 

مثال ۱۱. نمودار تابع‌های با این ضابطه‌ها را رسم کنید. 


حل. ۱) تابع برای همه مقدارهای 7 که عبارت جلو لگاریتم را مثبت 
کند» یعنی به ازای ۲ < 3 معین است. 
نمودار را به اين ترتیب رسم می‌کنيم. در آغاز نمودار 2 1087  <‏ 


۳۳۱ 


شکل ۳۸ 


۷ ۱ 
۱ ۱ (۲-) 1۵87 ع< نا 


۷ < ۱108۵) - ۲+ ۱۱ 


را» به اندازه دو واحد به سمت راست و در طول محور 02 و به اندازه 
یک واحد به سمت بالا در طول محور 0 جابه‌جا می‌کنيم؛ نمودار تابع 
۱ + (۲ - )7ع0 < ۷ به دست می‌آید (شکل ۰۳۸ نمودار وسط). 
سرانجام» فرینه بخشی از نمودار را که زیر محور 02 قرار دارد؛ نسبت به 
محور 031 بیدا می‌کنيم تا نمودار تابع مفروضص به دست آید (شکل ٩‏ نمودار 
لیتتمیت: «اسنت): 

۲ برای رسم این نمودار از ویژگی‌های 
سه‌جمله‌ای درجه دوم جلو لگاریتم یعی 
(۲ +۳ :د) آغاز می‌کنيم. این سه‌جمله‌ای 
به‌ازای ۱ << 2 و ۲ << # برابر صفر می‌شود. 


۳۳۲ 


سه جمله‌ای در فاصلةهً ۲ > 2 > ۱ منفی و به ازای ۱ > 2 و ۲  <‏ 

بنابراین تابع مفروض به ازای ۱ > 7 و ۲ < 7 معين است» یعنی به 
ازای مقدارهایی از 2 که سه جمله‌ای جلو لگاریتم را مثبت می‌کنند. وقتی « 
از 06- تا ۱ تغییر کند» مقدار سه جمله‌ای از 00 تا » تغییر می‌کند. بنابراین 
تابع (۲ + ۲2 - ")1 < با از ۵0+ تا 0 نزول می‌کند. وقتی 2 از 
۲ تا 60 تغییر کند» سه‌جمله‌ای از ۰ تا 66 و بنابراین تابع» از 0 تا 


0+ سا تیعو ۵ مي‌کند. بیثه این برنسب) نمودار این تابع ) شامل دوز شاه سک 
۱ 1 دم مر 
که ر نسبت به خط راست > 2 1 قرينة یکدیگرند (شکل ۴۰). 


۶ لگاریتم چه سودی دارد و چگ نه کشف: شد؟ 

۱ لگاریتم نزدیک به ۳۸۰ سال پیش در رابطه با نیازهای محاسبه‌های 
عملی کشف شد و نزدیک به دو سده بعد» پیر سیمون لابلاس (۱۷۴۹ ۱۸۲۷۰ 
میلادی)» اخترشناس» ریاضی‌دان و فیزیک‌دان فرانسوی گفت : 

لگاریتم. طول زندگی اخترشناسان را چند برابر کرد. 

در زمان کشف لکاریتم» برای حل مساله‌های مربوط به اخترشناسی؛ 
دریانوردی و عمل‌های بازرگانی» با محاسبه‌های پیچیده» طولانی و ملال‌آور 
روبه‌رو می‌شدند. مثلاً در آغاز سد؛ٌ هفدهم میلادی» یوهان کیلر» اخترشناس 
پراوازه زمان خود برای تعیین مدار مریخ» انجام عمل‌های محاسبه‌ای بسیار 
طولانی و بغرنج را تحمل کرد. به ویژه» عمل ضرب. تقسیم به توان 
رساندن و ريشه گرفتن دربار؛ عددهای با رقم‌های زیاد» وقت و نیروی 
زیادی را از دانشمندان تلف می‌کرد. پرای ساده‌تر کردن محاسبه‌ها» ناچار 
شده بودند» جدول‌های مختلفی را تنظیم کنند: جدول ضرب عددها؛ جدول 
مربع‌ها» جدول جذرها. جدول تابع‌های مثلثاتی و غیره. در پرابر کسانی 
که با محاسبه‌های سنگین سروکار داشتند» همیشه این پرسش وجود داشت : 


ترش زو 


آیا نمی‌توان عمل ضرب دو عدد را به عمل جمع دو عدد دیگر تبدیل کرد؟ 
درضمن؛ اگر به یاری چنین روشی» جواب تقریبی به دست می‌آید؛ این 
تقریب پذیرفتتی باشد و» در صورت لزوم راهی برای دفیق‌تر کردن این مقدار 
تقریبی بیش‌بینی شده باشد. روش کار در اين باره» برای ریاضی‌دانان میانه 
سده شانزدهم میلادی روشن بود. 

در سدهٌ شانزدهم میلادی» دو روش برای تبدیل عمل ضرب به عمل 
جمم شناخته شده بود. در مثلثات» دو رابطه وجود دارد که به یاری آن‌ها؛ 
می‌توان حاصل ضرب دو کسینوس يا حاصل ضرب دو سینوس را؛ به مجموع 
یا تفاضل دو کسینوس تبدیل کرد: 

۱ ۱( ۸0 - 6)وم + (0 + مادم 2 < 0 609 0۰ 609 

۷ (۸ + )6089 - 0 - مادمه] < 6 ط5 ۰ :۵ ٩11‏ 
و نخستین روش برای تبدیل عمل ضرب به یکی از عمل‌های جمع یا تفریق؛ 
بر اساس استفاده از همین دو رابطه بود (با این دستورهای مثلثاتی؛ در 
سال‌های بعد آشنا خواهید شد). 

برای این‌که دو عدد جندرقمی 4 و ۲2 ۴ در هم ضرت کنند (و 
این جا؛ برای سادگی کار آن‌ها را مثبت و کوچکتر از واحد فرض می‌کنیم) 
به این ترتیب عمل می‌کردند : 

۱) به پاری جدول‌های مثلثاتی (که در آن زمان وجود داشت) زاویه‌های 
۵ و 7 را طوری بیدا می‌کردند که پرای آن‌ها داشته باشیم: 


09 ۵ < ۸, 8 < 


۲( سس مجموم و تفاضل این دو زاویه را بیدا می‌کر دند ۴ دوباره رك 
یاری همان جدول‌های مثلثانی» مقدارهای (0 + 605)6 و 0 تن 0519 را 


یه دیسا می‌آوردند. 


۳۳ 


۳( تصف مجموع این دو مقدار حاصل ضرب دو عدد ۸ و 7 را به 
دست میداد (بنا به دستور (۱)). این روش را با یک واه یونانی «یروستافه‌ره 
کردن» (یعنی به جمع يا تفریق درآوردن) می‌نامیدند (0۳0520۳676). 


روش دوم که اروس یک چهارم مجدورها» نام داست ) ۳ اساس آپن 

۱ ۱ ۱ 
اتحاد جبری بود ۲( - 30۸ - "(8 + 3)۸ < ۰۸۰ در سال 
۲ مبلادی» «جدول‌های یک چهارم مجدورها» وجود داشت. به باری این 
جدول‌ها یک چهارم مجذور مجموع و یک چهارم مجذور تفاضل دو عدد 


ی انسیا مي‌آوردند. 


۲ ولی ریاضی‌دانان» به دنبال روش‌های ساده‌تر و عملی‌تری برای 
محاسبه‌های بیچیده بودند و همین تلاش‌ها» منجر به کشف لگاریتم ۳ تنظیم 
جدول‌های لگاریتمی شد. دو ریاضی‌دان» به طور جداگانه و بدون این 
که از کار یکدیگر آگاه باشند» موفق به انجام اين کار شدند: جان نبر 
( ۱۵۵۰ ۱۷ ۱۶ میلادی) ریاضی‌دان اسکاتلندی در سال ۱۶۱۴ مبلادی و 
برزگی ( ۹۲ ۱۳۳ میلقا یاف فا سویس مر ساق .۰ 38۷ 


این دو ریاضی‌دان. از راه مقایسه تصاعد حسابی با تصاعد هندسی» به 
مفهوم لگاریتم رسیدند. البته؛ از مدت‌ها پیش از نپر» مقايسةٌ دو نوع تصاعد 
مورد توجه ریاضی‌دانان بوده است؛ که از میان آن‌ها می‌توان از ارشمیدس 
ریاضی‌دان بزرگ سده سوم پیش از میلاد در یونان» جمشید کاشانی ریاضی‌دان 
برجسته ایرانی (در کتاب «رازگشایی حساب» که در سال ۱۴۲۷ میلادی نوشته 
شده است) و میخائیل شتیفل ریاضی‌دان آلمانی (در کتاب «حساب» که در 
سال ۱۵۲۳ میلادی نوشته شده است) نام برد. در کتاب شتیفل» به این جدول 


۳۳۵ 


مقایسه‌ای ورن 


را قه ۱ ۵ اند لت قنس؟ قت]! 


ما زیر 


0 تک ۳ ۹۳ ۳۵ ۳۵ 


در سطر بالا ردیف یتفر 2 فوستت و کر "۳ 1 توان 3 عدد ۲ 
نوشته شله است. 


به یاری این جدول. می‌توان» به صورتی ساده و سریم» عمل‌های مختلفی 
را» روی عددهای سطر بایین انجام داد. مثلا؛ به جای این که عددهای ۳۳ 


۵ + ۷ - ۲ 


سپس عدد ۱۲ را در سطر اول پیدا و عدد متناظر آن در سطر پایین را یادداشت 


می‌کنيم (۴۰۹۶). این نتیجه ناشی از قانون ساد؛ٌ ضرب توان‌هاست: 


"۷ نت ۷ ۷ ۷۹۵ 


به تناظر عمل‌ها؛ در دو سطر جدول توجه کنیم : 


ریش گرفشن 


به این تر یبا شش این جا با اندیشه اساسی 5 به ی تن لگاریتمی 


سروکار داریم : هر عمل مربوط به دو جمله از یک یک دنباله» به عمل ساده‌تری 
روک دو حمله از دنباله دیگر ؛ منجر می‌شود. 


۳۳۶ 


خرد شتیفل به آهمیت کار خود واقف بود. او می‌نویسد: «می‌توان یک 
کتاب کامل دربار ویژگی‌های شگفتی‌آور عددها نوشت؛ ولی من در این‌جا 
به آن نمی‌پردازم و چشم بسته از کنار آن می‌گذرم. 

ولی ریاضی‌دانان دیگر» چشم بسته از کنار آن نگذشتند و به این مقايسة 
جالب دو دنباله (تصاعد حسابی و تصاعد هندسی) علاقه نشان دادند. 

۴ بورگی اندیشة شتیفل را دنبال کرد و جدول‌های او را تکمیل کرد. 
گرچه جدول‌های بورگی» از نظر تاریخی بعد از جدول‌های نبر تنظیم شد 
ولی به دلیل ساده‌تر بودن آن‌ها» نخست به جدول‌های بورگی می‌پردازيم. 

بورگی مدتی در قصر یک شاهزاده با نفوذ آلمانی» به عنوان ریاضی‌دان 
و آشنا به قانون‌های مکانیک کار می‌کرد. او با کپلر آشنا بود و به نیازهای 
اخترشناسی وارد بود. 

بورگی جدول‌های خود را در سال‌های از ۱۶۰۳ تا ۱۶۱۱ میلادی تنظیم 
کرد که در سال ۰۱۶۲۰ با عنوان «جدول‌های تصاعدهای حسابی و هندسی) 
چاپ شد. 

این طور به نظر می‌رسد که بورگی متوجه شد. برای عملی‌تر کردن انديشة 
شتیفل ؛ باید فاصله بین جمله‌های مجاور در تصاعد بزرگ نباشد و برای این 
منظور» باید تصاعدی را انتخاب کند که تغییر جمله‌های آن کند باشد یعنی 
قدر نسبتی نزدیک به ۱ داشته باشد. او تصاعدی با قدر نسبت برابر ۰۰۰۱ /۱ 
انتخاب کرد و دو دنبالة عددی در نظر گرفت : دنبالة اول» یک تصاعد حساپی 
پا جمله عمومی ۱۰۱ < ۷ (یعنی عددهای ۰۱۰ ۰۲۰ ۰۳۰ ...) که آن‌ها را 
عددهای قرمز می‌نامید (و در جدول‌های خود با رنگ قرمز چاپ می‌کرد) ؛ 
و دنبالةُ دوم؛ یک تصاعد هندسی با جملهة عمومی ۰۰۰۱(۴ ۱۰/۱۸ که 
آن‌ها را عددهای سیاه می‌نامید. اگر عددهای قرمز را با عددهای سیاه؛ یعنی 
عددهای ۱۰۱۱ « را با عددهای *۰۰۰۱(۴ ۱۵۸]۱۸ ح< 7 مقایسه کنیم؛ 


۳۳ 


یه دست می‌آید : 


+۱ ] را با طرف 7 نشان دهیمء آن‌وقت 


۷ 


رب 08[ - ۴ 


0 ۱۴ اعد ( جت : 
۱ ۱ 


۷ 
هِ ی 


عدد ۱ یه عدد 6 بسیار نزدیک اسست (۴۵ را در همین فصل #۴ عدد 


-< ۲۸ ۷ ۲۱ 


همان مبنای لگاریتم طبیعی است. 

اگر بخواهيم دقیق‌تر بگویيم» جدول‌های بورگی» عکس جدول‌های 
لگاریتم است» یعنی به باری آن‌ها می‌توان با در دست داشتن لگاریتم یک 
عدد» خود عدد را پیدا کرد (در ریاضیات به چنین جدول‌هایی» جدول‌های 
آنتیلگاریتم می‌گویند). 

۴ جدول‌های نپر؛ خیلی بیشتر و گسترده‌تر از جدول‌های بورگی» مورد 
توجه و استفاده قرار گرفت. 

نبر در سال ۱۵۵۰ در نزدیکی ادین بورو (یا ادین بورگ) در اسکاتلند 
متولد شد. از ۱۶ سالگی به اروبا رفت و ۵ سال در دانشگاه‌های مختلف 
آن‌جا؛ به فراگیری ریاضیات و دانش‌های دیگر پرداخت. از سال ۱۵۷۱ تا 
بایان عمر (در سال ۰)۱۶۱۷ بدون هیچ سفری» در ملک شخصی خود 
زندگی کرد و» همچون برخی از دانشمندان آن زمان» به اخترشماری (تعیین 
سرنوشت از روی حرکت ستارگان) و دیگر «دانش»های دروغین مشغول بود. 


۳۳۸ 


نپر» در عین حال» به اخترشناسی و ریاضیات علاقه‌مند بود و خیلی 
جدی. به آن‌ها می‌پرداخت. هنوز در هر کتاب «مثلثات کروی» با نام نیر» به 
صورت «فاعده نبر» و «معیار پر؛ روبه‌رو می‌شویم. 

بر در سال‌های ۰ سده شانزدهم؛ به انديشة محاسبه‌های لگاریتمی 
رسید. ولی جدول‌های خود را بعد از ۲۵ سال محاسبه در سال ۱۶۱۴ 
با عنوان «شرح جدول‌های عجیب لگاریتمی» چاپ کرد که شامل جدول‌های 
لگاریتمی تابع‌های مثلئاتی بود. 

لگاریتم‌های نپر» رابطة نزدیکی با لگاریتم طبیعی دارد. لگاریتم 2 پا 
محاسبة پر (که ما آن را با 7 شان می‌دهیم). با لگاریتم طبیعی ‏ 
(3 10 به وسیله این برابری به هم مربوطاند : 

3 


1 


۲,۲ -< ۱۰۲ 7 


نپر دربارةٌ چگونگی تنظیم این جدول‌ها؛ در کتاب خود «ساختن جدول‌های 
عجیب لکاریتمی؛ که دو سال بعد از مرگ او (در سال )۱۶۱٩‏ چاپ شد؛ 
توضیح داشه ات 

اصطلاح«لکاریتم»هم متعلق به نپر است که از واژه‌های یونانی «لوگوس؛ 
به معنی نسبت و ارتیموس» به معنی عدد گرفته شده است. او؛ به‌جز اصطلاح 
دلگاریتم»؛ از اصطلاح اعد ساختگی» هم استفاده می‌کرد. 

##نیر؛ تعریف لگاریتم را» با استفاده از دانش مکانیک و اصطلاح‌های 
این دانش می‌دهد. فرض کنید 


0۸۱ < ۵۸| 2 


درضمن» فرض کننبد نقطه ۸1 روی خط راست ۸( از () به طرف 


اش به: ور یکنواخت (یعنی با سرعتی ثابت) حرکت ت به نحوی که 


۲۳۹ 


ان ]۶ 


درست بعد از یک ساعت به نقطةٌ ۸ برسد. متحرک دیگری هم زمان با 
متحرک اول؛ از ۸ به طرف () حرکت می‌کند» ولی حرکت او یکنواخت نیست 
و سرعتی متغیر دارد؛ سرعت نقطهٌ ۰/۷ در هر لحظه چنان است که اگر 
با همان سرعت به صورتی یکنواخت به سمت () برود» درست بعد از یک 
ساعت به آن‌جا برسد. فرض کنید در لحظه‌ای که داشته باشیم 2 < |۰0۷۲ 
فاصله از ۵ تا 2۷ برابر 7 باشد: ب < |۰02۷ نر فاصلهٌ 2 را لگاریتم 
فاصله ‏ می‌نامد: .1 < 2. به یاری ریاضیات امروزی می‌توان ثابت کرد: 


لا 
2 و[ - عحد ۲ 
۳ 


ار ۱ ۲۳ آن وقت 10 - << (. بر ۲ را براپر ۱۰ می‌گیرد که؛ در این 


ل 


جدول‌ها و اندیشه‌های نبر به سرعت براکنده شد در سال ۱۶۱۸ کتاب 
نپر از زبان لاتینی به انگلیسی ترجمه شد و یک سال بعد» در سال ۰۱۶۱۹ 
به صورتی گسترده؛ مورد استفاده کیلر قرار گرفت. وقتی کپلر در سال ۱۶۳۰ 
جدول‌های اخترشناسی خود را چاپ کرد به عنوان سپاس‌گزاری» نامه‌ای در آن 
قرار داد که خطاب به بر بود و از او به خاطر کشف جدول‌های لگاریتمی» که 


و ۴ ۲ 


برای اخترشناسان بی‌اندازه با ارزش است؛ تشکر کرده بود (کیلر نمی‌دانست 
نبر در سال ۱۴۱۷ مرده است). 

۵ بر در سال‌های ۱۶۱۶-۱۶۱۵ با هنری بریگ (۱۶۳۰-۱۵۵۶)؛ 
استاد ریاضی ملاقات کرد. با سفارش نپر بود که بریگ به تنظیم جدول‌های 
لگاریتمی دهدهی مشفول شد (اين جدول‌ها تا چهارده رقم بعد از ممیز را 
به دست می‌داد). بریگ این جدول‌ها را در سال ۰۱۶۲۴ در کتابی با عنوان 
«حساب لگاریتمی» چاپ کرد. 

برای این که تصوری دربارة این محاسبه‌های سترگ به دست آورید مثالی 
می‌آوريم. بریگ می‌دانست که برای عددهای به اندازهٌ کافی بزرگ 7 این 
برابری تقریبی درست است: 


(۱- ی نج 6 1۱ 


و پا دقیق‌تر 
1 ۱ - 1/6 
(۱ - ۲۷۵ ۰۱ > 16 > 0 نتاس 


بریگ برای این که مقدار ۷۰ ۱ را ۳ ۱۳ رقم بعد از ممیز بیدا تن فرضص 


قي‌کند. ۲۳۰ از و تقدار ۱۵ ترا با قستون زین بفخاست مب آورفا 
۳9 
(اس ۳]۳۳ نخ « وا 


او ۵۲ بار پشت سر هم جذر ۱۰ را تا ۲۲ رقم بعد از ممیز بیدا می‌کند» 
عدد ۱ را از آن کم و» سپس نتیجه را ۵۳ بار دو برابر می‌کند. در بایان 
کافن: ۱۴ رقم بعد از ممیز را نگه می‌دارد. جدول‌های بریگ: شامل لگاریتم 
عددهای از ۱ تا ۲۰۰۰۰ و از ۵۰۰۰ تا ۱۰۰۰۰۰ است. 

جذول‌های لگاریتم همه عددهای پنج رقمی » در سال ۰۱۴۲۸ به وسیلهة 
آدریان ولاک هلندی که فروشند؛ کتاب و درضمن. علاقه‌مند به ریاضیات 


بوذ چاب ۲۷ 


۳۳۱ 


بعد از بریگ و ولاک» کارها روی ساده‌تر کردن جدول‌ها و برطرف کردن 
اشتباه‌ها متمرکز شد. درضمن. کتاب‌هاء به جز جدول‌های لگاریتم» شامل 
ساير جدول‌ها و حتا کوتاه شده درس‌ها بود. مثلاً جدول‌های ۸ رقمی کاله؛ 
در پایان سدهٌ هجدهم چاپ شد و جدول‌های هفت‌رقمی وه‌گا؛ بارها و بارها؛ 
چاپ شد و در اختیار علاقه‌مندان قرار گرفت. 

کار محاسبه لگاریتم؛ با کشف دستور 


۳ ۳ ۴۳ 


۱ 1 سك نت 
بز ۷ و و وا وه ۳ ۱ یوج ریس سس ۱ ۱ 
۳ بسانت ( 8۲۱9 


که به وسیلهٌ نیکلای مرکاتور ریاضی‌دان آلمانی در سال ۱۶۶۷ در کتاب او به 
نام لقن لگاریتم گرفتن) آمده نود » ستاو ساده‌تر 9 از همین دسسور می‌توان 
نتیجه گرفت که با شرط ۱ > || 


د 2 ۲ ۸ ۱ 
ری لاس لس بط ۲ | ۲ سح . - 11 


ات ۱ 


به کمک این دستور؛ می‌توان لگاریتم هر عدد ۱ < ۸۷ را به دست آورد. 


۵ ۱ + 2 


سر ۱ -- ۷ 
1 ۳ < (: از واحد که جکتر است). 


ل 


بعد از پدید آمدن جدول‌های لگاریتمی» خیلی زود ابزارهای محاسبة 
لگاریتمی هم سك: 

در سال‌های ۱۶۲۳ تا ۰۱۶۲۷ گونتر انگلیسی» نخستین خط کش محاسبةٌ 
لگاریتمی را ساخت و پس از او؛ و پر همان اساس نمونه‌های گوناگون دیگری 
از اين ابزار به بازار عرضه شد که البته» یکی تکمیل‌تر از دیگری بود. 


۳۳ 


تا مدت‌ها لگاریتم را» بر اساس مقایسه جمله‌های دو تصاعد حسابی 
و هندسی می‌فهمیدند» تا اين که در میانه‌های سده هجدهم میلادی. لثونار 
اولر؛ تابع لگاریتمی را؛ به عنوان عکس تابع نمایی تعریف کرد و مورد بررسی 
فرار داد. 


۶ حاصل هریک از این عبارت‌ها را به دست آورید: 
۷/۷ ,108 + ۸۱ 108 (۲ ۱ 108۶ + ۱۶ 1087 (۱ 
۰ 108۷۱ + ۷ ۱08۲۱ (۴ :1087۸۱ - ۶۲۵ 108,۲۵ (۲ 
۱ ۲ ۱ 
۱۲ 08 + ۳ عم او 3 08 ۵ 08۷ (۵ 
( )یه ۱ 


۸ ,8 - ۱۶ وه تن ۷ ۷ 08 
۱ ۸ 108۰ 0 1 ۱ پا 


یت 


۲ 08 ۱087۲۴ م108۵ 1 ۰ 1080 
08 زا اه ۱ 
08۲ ۲ 08۶ ۱۲۵۰ ۵ ,08 

۷ . مقدار 2 را بیدا کنید: 


:۵16 - 0ع[۳ + ۲۱۵۵ -- «ع1 (۱ 


و بو ۱ ۱ 
(۷ - »)یا - (۵ + »)ول + معا < ععا (۱ 
۸۱ 


۱ 
ٍِ 0 8[ (۳ 
: |(۵ 1 0 4 1 زا 
3 + )وا - | - اقا + 0واب س 8 ۰ »۳ 
۶ عد (۲ + 5 )108 (۴ 


۵( و۱0۵ + (۱ - «) ره[‎ )۵ + ۳(  - 
۶( -۱۰),جوه1‎ ۷/۲ 2( > 108,۱۳ -۱۷/۲۲۲( 


7۳۳ 


7 ۷ د (۱- ۳۶۲ ۷ ۴)بجم1 (۷ 
۰ << (۱۰ + ۵ - ۱082 )۸ 
۱ ح< 7 087 1 06 108۷ (۹ 


۸ . این نامعادله‌ها را حل کنید: 


۶ > ۱108۲۱( :۴ < »,و10 (۱ 
۰ < (۲۰ + ۷2 + )12 (۴ 5 > (7 - ۳(18)/۱ 
:۰ > ۲ + ۳۱۵۷/2 - ۷/2 12 (۵ 
:۲ :108 < (۱ + 2)رعه1 + (۱ - 2) و10 (۶ 
۱ > > ,۱ < سس ۷ 
۹ کدام بزرگترند؟ 
۱) ۱۰ 08,۱ یا ۱۱ ,,1082: ۲) ۱۵ ۵8,۶ یا ۱۵ ی ۱08 
۳ » 08 یا 6 108۶: ۴) ۴ 08 یا 1086۶ 
1۵۱۱ با ۱۰ ,۱02 ۶#) ۱۰ بع۱0 یا ۱۳ 108,۱. 
۰ دامنه تابع‌های با ضابطهٌ زیر را پیدا کنید؛ به زبان دیگر» به‌ازای 
جه مقدارهایی از ۰7 مقدار 1 معین است : 
٩((‏ + ۵)ع۱0 < [ (۲ :(۴۳2-<)وع۱0 < 
2 ۴ :(۱- ")ها 
اگر 4 - ۳ ءع10 مطلوب است محاسبة 
:۸ 108۲۶ (۲ : 108۶ (۱ 
(۱۸ )۱۵۵۶ (۴ :(108۳)۷/۶ (۳ 
۲۳ ) به شرط 4 <- 1۲ و 9 < ۰18۱۳ (1080)۳/۳۸ را بیدا 
کنید؛ ۲) به شرط 4 < ۵ ,108 و 0 < ۱۱ ,۰108 ۶۰ وب»108 را بیدا 


۳۳۴ 


کنید ؛ ۳( به شرط 7 102۷۳ و 6 تس ۵ 108 او لا ۳۹ :1082 تانب 
9,۷۵ را به دست اورید. 
۳ اگر ۷/۵ < 6 ۰108 محاسبه کنید : 


دك 
۴ ۱۳ . کدام گیل 

۱) ۳ +08 با ۴ 108+ ۲) ۵ 1027 یا ۱۱ 108 
۳ ۵ ۱087 با ۱۲ ۱08: ۴) ۵ ۱087 یا ۱۳ 086[؟ 
۵ این معادله‌ها را حل کنید: 


2 ۳۷ 4 ۳ ظ 
۱ سب ) قت.ب وا سا نا سس (۴ + 
۲ ۴ ۳ ۱۸ 


۳ - ۳۵ وه ,۳(10۵ - ) ن ( ۷۶ 


۶۶۶.. به ازای جه مقدارهایی از ۰6 معادلة 


1015 )-(0۱ : ات )زین‎ + ۴۵5  ۳( 
< 108 )روم(‎ ۶7 ۲۵۵ - ۱()۵ - ۵۸ ۵» - ۲( 
دارای تنها یک جواب است؟‎ 
مهم مقدارهای » را بیدا کنید که به ازای هر یک از آن‌ها‎ ۷+ 
معاذلا ذیر: فرست سه ريشه ذاشقة باشند؛‎ 
کت‎ 102) - ۲۵۲ + ۳( 4 
۲2 تست‎ 108  )۲|۵ - | 4+ ۲( - ه‎ 


۲۴۵ 


. این نامعادله را حل کنید: 


٩/2 -- ۵ "‏ 
۰ ۱ (۴ - )پچ ۱۵8 
. این معادله را حل کنید : 


ر سس وی مد ‌(ٍِ 08 (۵ -ب ِ) ه 0 


۷۰ این نامعادله را حل کنید: 


) ۱ 
108, 3 - 108, 0 2 


مه < ۱ - (۱087)۳2 ۳ ۳۹/08۳ 


۲ شیر را با درجة حرارت نخستین ۳۳ < 4 در زمان ِ وچ 
ساعت؛ در محیطی با درجه حرارت ۲۵۳ <- , جایه‌جا می‌کنند. درجه ,1 
حرارت شیر را؛ بعد از جابه‌جایی پیدا کنید» به شرطی که 

الف) شیر در بیت‌های سریوشیده‌ای جابه‌جا شود که در هوای آزاد قرار 
دارند؛ سطح کل هر پیت ۵/۶۶ < "] متر مربع و حجم آن 5 0:2 لیتز 
است ؟ 

ب) شیر در مخزن‌های بزرگ سرپوشیده‌ای جابه‌جا شود که در جریان 
هوای آژاد قرار دارند. عمق مخزن ۳ <- ] متر و قطر قاعد؛ آن ۱ < # متر 
است. درضمن. می‌دانیم؛ 1 از اين معادله به دست می‌آید: 

۲ ۲۲۳۲ ره لاح وا ۱ 
7 ۰ 1۷ - و 


۳۳۶ 


که در آن» ] سطح ظرف به متر مربع؛ وزن شیر به کیلوگرم» /) حرارت 
محصرص سیر برابر 0 ار ۸ صریب هدایت گرما که در این جا) برابر 
است نا و ۰۱ وزن مخصوص سیر را ۰۳ ۳ (کیلوگرم بر دسی‌متر مکعب) 
بگیرید. 

۳ مقاومت بتون بعد از ۳۰ روز ۰12۳۰ برابر ۱ کیلوگرم بر 
سانتی‌متر مریم می‌شود. بعل از جند رور؛ مقاومست بتون (یبگ)) برابر ۲ 
کپلوگرم بر سانتی‌متر مربع خواهد شد؟ می‌دانیم؛ مقاومت بتون را بعد از 1 
روز از اين برابری به دست می‌آورند : 


9 برای آیزم تابع‌ها تابع‌های عکس ۳ بیدا 7 ۲ در شر حالت + 
نمودار تابع مستقیم و تابع عکس را رسم کنید : 


۲ ح ‏ (۲ :۴-۳۵ ت نب (۱ 


۵ دامنه و برد تابع با ضابطةٌ 2 605 م1 

۶ جچگونه می‌توان نمودار 2 108 قخ لژ راة با.قو فسته داشتن 
نمودار : ۱08۷  <‏ رسم کرد؟ 

۷ . نمودار تابع با ضابطه (۲۵۰ - 108 /1 را رسم کنید. 

۸ نمودار تابع با ضابطهٌ ۱ - || +108 را رسم کنید. 


< ل را پیدا کنید. 


*. فانوس دریایی با جراغی تامین شده است که شدت نور آن» 
برابر ۶۵۰۰ کارسل است («کارسل»۰ واحد شدت نور و» به تقریب» برآبر 
۸ شمم است). کمترین شدت نوری که می‌توان از فاصلة یک کیلومتری 
تشخیص داد به تقریب» برابر ۰۱ ۰۸ کارسل است. شفافیت و نور گذرانی 
هوا (وقتی صاف باشد) چنان است که اگر نور از لاية یک کیلومتری عبور 
کند؛ ٩‏ ۰۸ انرژی خود را نگه می‌دارد. فاصله 7 را که در آن» می‌توان از 
عمل فانوس دریایی بهره گرفت» بیدا کنید. 


رفش 


٩‏ نمودار تابع‌های مثلثاتی 


۱۹ تابع‌های متناوب 

۱ در زندگی و در طبیعت به پدیده‌هایی برمی‌خوریم که حرکت یا تغییر 
آن‌ها تکراری است. خورشید. در حرکت ظاهری خود» هر ۲۴ ساعت یک بار 
زمین را دور می‌زند؛ آونگ ساعت دیواری» حرکتی تکراری دارد و» معمولگ 
هر دو ثانیه یک بار حرکت خود را به راست و چپ تکرار می‌کند؛ عقربة 
دفیقه شمار ساعت مچی شماء هر ۶۰ دقیقه یک بار ساعت را دور می‌زند. 
این گونه بدیده‌ها را؛ پیامدهای متتاوب یا پدیده‌های دوره‌ای گویند. 

به حرکت عقربهُ دقيقه شمار ساعت بیشتر توجه کنیم. اگر زمان را متغیر 
مستقل و جای عقربة دقیقه‌شمار را تابع آن بگيريم» کافی است جای عقربه 
(یعنی تابع) را در جریان ۶۰ دقیقه مطالعه کنیم در این صورت. برای ۶۰ 
دفیقه‌های بعدی هم جای عقربه را خواهیم دانست. اگر مثلا ۷ دفیقه بعد 
از نیمه شب جای عقربة دقیقه شمار را با علامتی در روی ساعت خود 
مشخص کنیم. آن وقت؛ بدون این که به ساعت نگاه کنیم» مطمئن هستیم که 
در ساعت‌های ۱ و ۷ دقیقه» ۲ و ۷ دقیقه» ۳ و ۷ دقیقه و غیره» در همان 
جایی قرار دارد که علامت گذاشته‌ايم. این ۶۰ دقیقه (یعنی یک ساعت) را 
دورف تتاوب یا دورف گردش عقربهة دقیقه شمار می‌ناميم و برای مطالعة حرکت 


۲ ۴ ۸ 


آن و یا جای آن؛ کافی است. تنها در یک دورهة تناوب؛ یعنی در ۶۰ دقیقه» 
آن را بررسی کنیم. 

۲ در ریاضیات هم با چنین بدیده‌هایی برخورد می‌کنيم. ضمن رسم 
تابم با ضابطة [2] - 2 << (مسالةٌ ۱-۱۶۲: بخش حل مساله‌ها در 
همین کتاب) ديديم. کافی است نمودار تابع را تنها پرای ۱ > 2 > ه رسم 
کنیم تا بتوانیم تمامی نمودار آن را پیش خود مجسم کرده باشیم : نمودار تابع 
برای ۲ > 2 > ۱ یا ۲ > 9 > ۲: همچنتین برای. 6 >> نا > ۱-) 
۱- > 2 > ۲- و غیره به همان صورتی است که برای ۱ > ۶ > ه بود؛ 
نی اگر برای چ > 2 به دست می‌آید + لو برای.۳ +۱ 7 يا 
+ هیا و عوقو هه رای لا ما مدا > 
پیدا می‌شود. در این‌جا؛ دورهٌ تناوب تابع ۱ <- 7 است» زیرا اگر یک واحد 
به 7 اضافه یا یک واحد از آن کم کنیم؛ مقدار ۷ تغییر نمی‌کند. 

۷ < )2( < 2 - ]2[ 

- (۱ + ع] - (۱ +ع) < (۱ + 2 

بز جح [یو| سس چم ح وا ۱ ۱ و 

< [۱ - ه2] - (۱ - ت2) < (۱ - 2)] 

لزع |2| - 2 ع< ((2 +۱س) -۱ - 2 < 
این ویژگی» خاص [2] - 7  <-‏ نیست. بسیاری از تابع‌های مثلثاتی دارای 
همین ویژگی‌اند. مثلاً برای 2 510 < ۰ اگر ۲۲ از 2 کم یا به آن اضافه 

کنیم؛ مقدار ۷ تغییر نمی‌کند : 
۰ 10 << (1)2 < ۷ 
۰ ت ۸ 511 < (۲۲ + )519 < (۲۴ + )۲ 


1 «لو < (۲۲ - »)صلو < (۲ - )1 


۳۳۹ 


دوره تناوب 7 8117 برابر است با ۰۲7۲ 

۳ روشن است. اگر عدد 7 دور تناوب یک تابع باشد» عددهای 
۳ ۰۳ ...۰ ۱7 (۲۷ ع #) هم می‌توانند دور تناوب به حساب آیند. 
ولی در ریاضیات» کوچکترین عدد مثبتی را که بتوان برای دوره تناوب انتخاب 
کرد؛ دوره تناوب تاپم می‌نامند. 

۴ تعریف. عدد مثبت آ را دوره تناوب (2) [ گرییم» وفتی که برای 
هر مقدار 2 از دامنه (2)/ دو مقدار 7 +4 :2 و 1 - 5 هم به دامنه (2) [ 
تعلق داشته باشند و. درضمن کوچکترین عددی باشد که. برای آن» برابری 


12 + 1( > ])( 


پرفرار باشد. 


مثلگ برای 2 ام - 82 < (2) 1[ ۳ 7 دوره تناوب است؛ زیرا 


۳ 7 ۱ 7 
(5+ع) - (جه) ها - ( جع 


(۵) < معا + 602 - < 


درضمن, اگر ۲ و « (2 6 ۸)» یعنی 2 متعلق به دامنة (2)/ باشد 


7 + و 1 ۳( ورد ق به دامنه 8۳9 خواهند بود. 
۵ تعیین دورف تناوب در تابع‌های مثلثاتی. در حالت‌های بغرنج» روشی 
ساده و مشخص. برای تعیین دورة تناوب یک تابع وجود ندارد. با وجود اين» 
دربارة تابع‌های سادة مثلثاتی؛ می‌توان به راهنمایی‌هایی؛ برای بیدا کردن دوره 
تناوب» توجه کرد. 
۱) دوره تناوب» برای ۲ 511 و 7 005 برابر ۲7 و برای 82 و 9 601 


برابر نا 


و ۵ ۲ 


۱ ۲ ۹ تس اد ۰ 1 ظ‌ 1 ی 
:1 آوم) دوره تتأوب برابر 1 می‌سود. 
۳1 

۳ برای 2 510 و ۰00802 دور تناوب برابر ست و برای ۵2 و 
2 0 برابر 2 است 
هر جمله به طور جداگانه پیدا کرد و» سپس کوچکترین مضرب مشترک بین 
دو عدد حاصل را به دست آورد. 

مثال اب دوره تناوب ر برای این تابع‌ها بیدا کنیل : 


۷۰ - )۲ (۲ ۰۱ 0 <:( )۲ (۱ 
۱ «3) ۱8۵ (2)/ (۴ ۹ 008 ۲۵ 510 <- (ظ) (۳ 


7 ۱ 
03 س_ َ زیر 


اس ماه | بت سا ز 
2 ۳ ۳ 0-۱ ۳ - 1 


)ال عد ۲۵ صزه < (۲ + ۲۵ )50 


حل. ۱) 


1۳ ۱ 
(2)/ < ۱۵۲2 << (7۲ + ۲۲ )ع دج +ع) اوه - ( +ع) ۶ 
رجف : رنه سس ان 
۳ برای :۲2 51۳ : ۴ سکع ۱ وبرای ۲2 605 : سب < ۲ 
و ۹ ۱۳7 ۱ 
وان ۱۵ 2۲ و ۶ ۶ سم و کوچکترین مضرب مشترک بین ۱۸۰ 


۲ ۱ 


و ۱۳۲۰ برابر ۳۶۰ ایستا و ۱۲۴ ت: ۳۳۰ پس ۲7۲ 3 


(2) < ۳ 0۵ + ۲۰ «نو < (۶7 + ۳۲۵)ومی + (۴7 + ۲۵)جزه < 


6 ۷ دبس 
1 


هار - | و - [«+ع) وا - 0جع) ها < 1+0 


6 نمودار تابع‌های مثلثاتی ساده 
را در فاصله‌ای برابر یک دور تناوب پیدا کنیم» انتقال همین نمودار به سمت 
مثال ۲. مطلوب است رسم نمودار 2 518 < . 
حل. دورةُ تناوب 7 811 پرابر است با ۰.۲7 بنابراین کافی است نمودار 
را در فاصله‌ای از 2 که برابر ۲7 باشد. رسم کنیم. می‌توان ۲7 > 2 > ه 
۳7 


یا 7 > 2 > 7- یا مثلاً گ- > 2 > + در نظر گرفت. توجه داشته 


پاشیم ) ار این جا؛ ۹4 یک عدد است ۴ باید بر «کسسس رادیان بیان سله باشد. 
۳ ۱ ۳/8 ۳۳ ۹ ۱ ۱ ۱ 
وقتی مثلاً می‌گویيم -- < ۰2 باید 7 را به تقریب برابر ۱۴ ۳۸ (یا حتا با 
تقریب کمتری برابر ۳) گرفت. 

جرا کمان‌ها را اد بر حسب رادیان در نظر گرفت؟ 

۱ 3 

- ۴ ۳ < 91+ یعنی چ 511 برابر بر است با >> شعاع دایره‌ای 
که به عنوان دایره مثلئاتی انتخاب کرده‌ایم. به این ترتمب در مثلثات» واحد 
اندازه‌گیری ما شعاع دایره است. در دستگاه محورهای مختصات؛ هميشه بهتر 


۳ ۵۳ 


است» طول بردار واحد» روی محور 2 با طول بردار واحد روی محور 
1 ۷ یکی باشد. بنابراین» برای نمودار 2 518 < (» وقتی می‌گرييم نقطه 
1 ۳ ۸ روی نمودار است» باید م5 با همان واحدی در نظر گرفته شده 
پاشد که م/ با آن واحد در نظر گرفته شده است: ۱ < م۰۷ یعنی عرض 
نقطه با واحد شعاع دايرة مثلثاتی بیان شده است» پس ۸ هم باید با همان 
واحد در نظر گرفته شود و می‌دانیم» ۳ بخواهیم واحد کمان را» برابر طول 
شعاع دایره بگیریم؛ به آن درادیان» می‌گویند : کمان یک رادیان» یعنی کمانی از 
دایره که طولی برابر طول شعاع همان دایره داشته باشد. به اين دلیل است که 
به ویژه ضمن رسم نمودارها؛ باید کمان‌ها را با واحد رادیان در نظر گرفت. 


وان 2۱ |۲۳ یعنی به تقریب نقطه با مختصات (۱ ,۵۷ ۱۸) و یا؛ در 


۳۳ ۳ 
عمل ؛ نقطه با مختصات ) ۳ 


برای رسم نمودار اول فاصله‌ای را برای 7 (یعنی به تقریب ۳)؛ در روی 
محور 2 انتخاب دنل و» سیس؛ یا توجه به آن) عددهای لازم را روی 
هریک از محورها به دست آورید. 


نمودار 7 910 < # را برای ۲7 > 2 > رسم مي‌کنيم. 


۱ : تمس ۳:۶ ۱ ۱ 
کمترین مقدار :2 5117 برابر ۱-- (به‌ازای سس < ) و بیشترین مقدار 


۱ 7 ۴ 

ان برابر ۱ (به‌ازای > < 2) است. جدولی برای مقدارهای متناظر (/2,1) 
۹ 2 7 ۳1 ط ۰ ط ۳ 
تشکیل می‌دهیم و دو عدد و چ- را (که به‌ازای آن‌ها» بیشترین و کمترین 


مقدار 7 به دست می‌آید)؛ از یاد نمی‌بريم و در جدول وارد می‌کنيم. بقیهٌ 
مقدارهای ۰ می‌توانند به دلخواه انتخاب شوند ولی ساده‌تر آن است که 


9 ی 7 ۳1 1 4 
نقطه‌های | صلی دایره مثلثئاتی (ه ۳ ۲ 5:1 و ۲7) را در نظر بگیریم. 


۳۳ 


در شکل ۴۲ نمودار 2 510 < ل برای ۲7 > 7 > ه رسم شده درضمن 
این نمودار برای ه > 2 > ۲7- و ۴7۲ > 5 > ۲۲ هم به صورت 


نقطه‌چین داده شده است: 
9 ۱ 


حل. دوره تناوب (22) 94 برابر است با ۲« 


بد| د | م 


0 کمترین و بیشترین مقدار ندارد. هرچه 4 به نزدیکتر شود؛ 
مقدار 80 شرت می‌شود ؛ یه بحوی که اگر [) به بسیار نزدیک باشد) 


0 عددی بسیار بزرگ می‌شود. به محض این که ۰ از ِ تتخارد کفد متا 


0 منفی می‌شود و؛ سپس به تدریج بزرگ می‌شود تا به‌ازای 7 < 6 به 


۱ تج 1 ۳7 
صفر می‌رسد. در ریاضیات می‌گویند 80) در نقطه‌های - < 2 و ج- (یا 
-) ناپیوسته است. برای سادگی بیان مقدار ۲80 را وفتی 0 در ربع 


رای مق اندازه عافی نه ِ نزدیک شده است» برابر 0+ و وقتی در ربع 


۳۵۴ 


ی / ۱ 
دوم به اندازة کافی به > نزدیک باشد. برابر 06- می‌گیرند. جدول و نمودار 


7 


۹ ی 7 ۷ ۱ ۱ 
8 < ا را برای > > 2 > 7 - در نظر می‌گیريم (شکل ۴۳): 


برای (چ) 8 < ۰۷ چون دوره تناوب برابر است با ۰۲ نمودار را 
پرای ۱ > 2 > ۱- رسم مي‌کنيم. (شکل ۴۴). 

چه در شکل ۳۳ و چه در شکل ۰۴۴ نمودارهای ع < ل و 
 < 8 )22(‏ را. یک دوره تناوب قبل و یک دوره تناوب بعد از دوره 
تناوب اصلی انتخابی» به صورت نقطه‌چین رسم کرده‌ايم. 


تمرین‌ها 


۰ این نمودارها را رسم کنید : 


۲۱۰2 وم :۷ (۱ 


۲ ۵ ۵ 


۳ 
۱ ت۳۳ 
رت رب 
َّ 


شکل ۴۴ 


۱ نمودار هریک از تابع‌های زیر را رسم کنید : 


۱ ۱ ۱ 
2 0 ب رز (۳ :هت صزو ۲ ع بو (۲ زه صله ع بو (۱ 


۲ نموارهای 2 810 << 1 و (7 - ه) «زه < لا را در یک 
دستگاه محورهای مختصات رسم کل 

۳ این سه نمودار را (برای مقايسهٌ با یکدیگر) رسم کنید (در فاصلهة 
> که : 


7 «زه > [ (۳ ۰ 518 < ۷ (۲ 1 اعد (( 
۴ این نمودارها را با هم مقایسه کنید : 
0 052 < رز و 2 910 < + ۲) 2 609 << ( و ۲2 05 << (؛ 
۳ ۲ 9 << ل و ۲۶ وه + ۱ << + ۴) 05۲2 +۱ < ۷ و 


67 1 ۱ ۱ 
ک سس حأچ ۸ 


۳۶ 


۱۸ . ین دور نمودار را در یک دست‌گاه محورهای مشتصات زسم 


۲ وم + ۲ 91 << 1 ,2 5117 < /1 


۱/۷۲ این نمودار ۳ رسحم رخ ۳ 


اه < ۵ 2 1۳ ۱ 


91 2 )2 > »( 


و 


سس 


۷۶ نمودار (2 918)510 ع ل را رسم و با نمودار 2 519 ع ز 
مقایسه کنید. 


۱۸۸ . این نمودارها ۳ زسم تاه 


21| 22 عد رو (۲ ناه صئه | > (۱ 
ا#]صنو ع رز (۴ :2 «زو] < رز (۳ 
2 609 - « وم ح< 7 1609 د زا (۵ 


۳۵۷ 


پیش از اغاز و یاداوری 

1 پاسخ را در شکل ۴۳ م ی نك . روی قاعده سه مکعب زیرین» حرف 
نوشته شده است. 

۳ شکل ۵ نشان داده شده است: چگوه خ‌ها را رسم کنیم تا با 
یکدیگر برخوردی نداشته باشند. 

یادداشت ۰۱ برای آشنایی بیشتر با اين‌گونه مساله‌ها. حل مسالة ۴ از 
جلد اول «ریاضیات محاسبه‌ای» را در صفحه‌های ۲۱٩‏ تا ۲۲۲ بینید. 

یادداشت ۲. مسالهٌ ۰۲ متعلق به «جارلز دُدجون» ریاضی‌دان انگلیسی 
است که آن را در کتاب خود به نام «آلیس در سرزمین شگفتی‌ها» با نام مستعار 
الوئیس که‌رول» آورده است. او به این مساله علاقه داشت و اغلب» آن را 
برای دوستان کو جک خود مطرح می‌کرد. 

۳ فرض کنیم؛ طرف صحت من به واقع» خود ۸ باشد ؟ یعنی در 
روز گفت‌وشنود راست می‌گوید. بنابراین» باید به پرسش بعدی هم درست 
پاسح داده باشد» یعنی روز گفت و شنود روز دوشنبه باشد. ولی ۰۸ روزهای 
دوسنه دروغ می‌گوید. تناقضص همم جود » نشان می دهد که » طرف صسعصست من 
ره 4 بلکه ۲2 بو ده است: 


۳ ۵۸ 


شکل ۴۴ شکل ۴۵ 


2 در روزهای شنبه» سه‌شنبه و پنجشنبه دروغ می‌گوید» پس روز گفت 
و شنود» یکی از این سه روز بوده است. 

اکتون به پاسخ‌های نفر دوم نو حه ت_ (و انوا ن می‌دانیم) او همان ۸ 
است). او گفت : «فردا جمعه است». ایا باید» اين حرف او را باور کرد؟ او به 
دنبال حرف خود اضافه کرده است : «من هميشه چهارشنبه‌ها راست می‌گویم». 
ولی یا نو سجه نه سرط مساله می‌دانیم» ۲ در روزژهای دوشنه سه‌ سشنبه و 
چهارشنبه» دروغ می‌گوید. بنابراین» هر دو پاسخ ۸ دروغ است. با توجه به 
این که ۸ دروع گفته اتتنی ۱ باید گفت و شنوده ی یکی از روزهای دوسنبه ) 
سه‌شنبه یا چهارشنبه انجام گرفته باشد. با مقایسه اين نتیجه با نتیجه‌ای که پیش 
از این گرفتيم (که باید به دلیل درو گفتن تا گنفت و شنود» در یکی از 
روزهای شنبه سه‌شنبه یا پنجشنبه انجام گرفته باشد)» تنها یک حالت ممکن 
باقی می‌ماند : گفت و شنود روز سه‌سته انجام گرفته استنگه: 

پاسخ. گفت و شنود دز روز سه‌شنبه بوده است. نخستین کسی که بین 
دو نفر مرد سس پاسخ داده است [! و تفر دوم 4 اجان 

۴ عدد کوچکتر را ۰۲۵ فرض مي‌کنيم. اگر نصف آن را از خودش 
کم کنیم: تفاضل برابر » و ؛ بنایراین؛ بافی‌مانده از عدد بزرکتر (بنایر ش ط 
مساله) زو ۳0 و حود عدد بزرکتشر برابر ۳0 می‌شود. 


۳۵۹ 


۵ وفتی 4 - 2 ( 6 ۷,۵ 6 ۵) بر » بخش‌پذیر باشد. به معنای 
۸ و ٩‏ بخش‌بذیر باشد. عددهای ۰۷ ۸ و ٩‏ نسبت به هم اول‌اند» یس عدد 
سه‌رقمی بر حاصل‌ضرب آن‌ها 


دار مدب 


بخش‌بذیر است. عدد سه رقمی نمی‌تواند عامل دیگری داشته باشد» زیرا اگر 
۳ را در کوچکترین عدد طبیعی غیر واحد یعنی ۲ ضرب کنیم عدد 
چهار رقمی می‌شود. 


پاسخ. ۴ 
۳ بنابر شرط مساله» باید عددی که فاصله بین دو شهر را بر حسب 


کیلومتر» مشخص می‌کند» برابر باشد با تعداد دقیقه‌هایی که اتومبیل در راه 
بوده است. بنابراین» به طور متوسط» در هر دقیقه» یک کیلومتر پیموده است. 
پاستخ. ۰ کیلومتر در ساعت. 
۷ چند پاسخ را در این‌جا آورده‌ايم : 
٩۷۵۲۴ : ۱۰۸۳۶ -‏ 
٩۵۸۲۳ : ۱۰۶۴۷ <-‏ 
٩۵۱۷۴۲ : ۱۰۵۶۳۸ - ۰‏ 
۱ ح- ۱۳۳۴۵۶۷۸٩ ٩‏ « ه 


۵ ۸ د ۷۰ ۱ 


یا می‌تانید پاسخ‌های دیگری پیدا کند؟ 
۸ وقتی از دروازهٌ ۰6 به سوی غرب حرکت می‌کنيم» برای نخستین 
بار) در نقطه 4 درحت را می‌بينيم 6 ره تبحوی کی اگر درخت را 2 بنامیم) 


و ۶ ۲ 


۵ 
.و » ٩‏ وب 
شکل ۴۶ 


باره‌خط راست ۰۸۸ در نقطه‌ای مثل ۲ بر دایره (حصار شهر) مماس باشد. 


برای ساده‌تر کردن محاسبه‌ها: هر ۲۰۰ گام را یک واحد فرض می‌کنیم؛ 

به این ترتیب (شکل ۳۶) : 
۳ج اب ۱ عچ ار تا 

شعاع دایره را برابر :2 و طول باره‌عط راست 1 را پرابر / می‌گيريم. 
درضمن ۳ - ۱۸۲۱ (از نقطهُ ۰۸ دو مماس 40 و ۸۳ بر دایره به 
برابرند). 

در یت فائم‌الزاویه | 9 () ( که در راس 4 فائمه اشتخا داریم : 

12 سح 7 ۱۱ سل 2( تن ۱-2۷ -- 0/۳ نیج 9 

از این‌جا به دست مر ای لت ۳ << و 

مرش )9 ار هم در راس 3 قایمه اسست) بنابراین 


8061 +۱۸۵۱ < ۱48 ج‎ )۲+۱( +۹٩ ) + ۳( 


و اگر در آن به‌جای ۱ + ۲2 برابرش "را قرار دهیم با توجه به این‌که: 
مقدار پا مخالف صفر آستبنتیه) به این معادله می رسیم ۰ 


 - لا‎ - ۶ < ۰ 


۳۶۱ 


که می‌توان سه‌جمله‌ای سمت چپ آن را» به این ترتیب» تجزیه کرد: 


< (۶- (۲) +(۴۷ - ن)< ۱-۶ - ۱ 
< (۲ - )۳ + (۲ - ۲()۷ + »)ن - 
(۲+ ۲ +)(۲ - ) - 
سه‌جمله‌ای ۳ + ۲ + "رن ريشة حقیقی ندارد (جرا؟) بنابراین» از معادله 


ه < ۶ - و  -‏ 
تنها یک جواب به‌دست می‌آید: ۲ - ۷. اکنون با توجه به برابری 
(- ۱ لت ۲۴ 


به دست می‌آید: ۳ < ۲2. ۰۲7 قطر دایره و معرف فاصلهٌ بین دو دروازه 


پاسسخ. فاصله نس دور دروازره شمالی و جوب ؛ برایر و و ٩‏ گام ایکا 


ه بر خلاف آن سجبه تصور می‌کنید ) راز این جدول عددی را می‌توان 
خیلی ساده اشگار کرد. 


۱2 0 0 


۱۲۱۳ ۵ 

قاقنا ک نافناقا 

تحقنا ننه تا تن نع 

فد نا قافن نک 
شکل ۴۷ 


تمامی راز حدیل. مر یو ط له دو دناله محدود عددی است : 


۳۶:۲ 


که مجموع عددهای دو دنباله» روی هم برابر است با ۵۷ا. 

مربعی شامل ۵ «< ۵ خانه رسم می‌کنیم؛ عددهای دنبالة اول را از چب 
به راست» در بالای مربع و روی خانه‌های افقی قرار می‌دهیم؛ به همین 
ترتیب» پنج عدد دنبالهٌ دوم راء به طور ستونی» در سمت چپ جدول و از 
بالا به پایین می‌نویسیم (شکل ۳۷). 

اکنون نخستین عدد دنباله دوم (یعنی ۷) را با هریک از عددهای دنبالهة 
اول جمم کنید و در خانه‌های سطر اول بنویسید؛ سپس دومین عدد دنباله 
دوم (۰) را با عددهای دنبالهٌ اول جمع کنید و در سطر دوم جدول بنویسید 
و غبره (می‌توانستيم عددهای دنباله اول را به ترئتیب بر عددهای دناله دوم 
بیفزاييم و از چپ به راست؛ در ستون‌های جدول قرار دهیم). 

به این ترتیب؛ هر عدد واقع در جدول» مجموع دو عدد از دو دنباله 
ماست. وقتی سکه‌ای روی عددی قرار می‌دهید» مثل این است که مجموع 
یک جمله از دنبالهٌ اول با یک جمله از دنبالهُ دوم را کنار گذاشته‌اید. همه راز 
مسأله در این‌جاست که هربار سکه روی عددی غیر از عددهای فبلی فرار 
هی گس شاه زیرا سطر و ستون عددهای قبلی را بوشانده‌ايم. به همین مناسیت؛ 
مجموع عددهای واقم در زیر پنج سکه برابر با مجموع عددهای دو دنباله 
می‌شود. 

با آگاهی از راز جدول می‌توان مربع‌های تازه‌ای با همین ویژگی درست 
کرد. جدول مربعی را با هر چند خانه در نظر بگیریم و عددهای نخستین را؛ 
به هر گونه‌ای انتخاب کنیم» اثری در ویژگی جدول نخواهد داشت. 

۰ عدد را 40 می‌گیريم. به ترتیب به دست می‌آید : 


۳ 4+۸ [ ر ۸ < 0 + 6 
۱۸ ( +4 ۱۰6) - (0 +۵ه۱) ۸ << 0 - 00 


۸ - و + 6 ِ ۳4 ری 
 - ۲‏ -- و ۱۸ <(۵ )۱ 


و 


پاسخ. ۲۵. 

اگر از محلول اولی 2 لیتر انتخاب کرده باشیم» باید از محلول دوم 
به اندازة (2 - ۱۰۰) لیتر برداریم. 2 لیتر محلول اول» ۰۸۲ لیتر اسید 
ازتیک خالص. و (: - ۱۰۰) لیتر محلول دوم به اندازهُ (:2 - ۰/۵۵)۱۰۰ 
لیتر اسید ازتیک خالص دارد. 

در محلول مخلوط. باید ۰/۵ * ۰۱۰۰ یعنی ۵۰ لیتر اسید ازتیک 
خالص داشته باشیم؛ بنابراین 


8 جح نف ۰0 < (2 - ۰۸۰ + ۲ ه 


پاسخ. از محلول اول و ۳ لیتر و از محلول دوم ۸۷5 لمتر 
۱ ۱ 
کب کارگر اول ؛ هر ساعت ۹ کار و کارگر دوم » هر ساعت 2 کار 
را انجام می‌دهد. بنابراین» اگر دو کارگر با هم کار کنند» در یک ساعت؛ 
7 - 111 ۱ ۱ 
انسیا 


۳۲1 11 ۳۱۳۳ 


17 4 7 1111 


11111 2/// 117 -- 7 


دوم ساختن 1 - ۳۶۰ قطعه در ماه باشد. بنابراین» کارخانه اول :۱۲2 ۱۸ 
قطعه و کارخانه دوم (: - ۱/۳۶۰ /۱ قطعه تولید کرده است؛ یعنی 


و ۵ ۴ حت (: فد وج ۴ مس ( 2 - ۱/۳۶۰ ۱ بد ۱۲ ۱ 


وش 


جون کار خانه اول ۱۳ ۵ قصطعه بیس اژ برنامه تولید کرده ات تعلاد 
قطعه‌های تولیدی او ) پیش بیش از بر نامه ) ین استتد یه 


۳ مج نی و و ۴ ۳4 1 0 


خود» تولید کرده‌اند. 


چا ۳ 3 < ۲۱/۷۱۰۷۱۸۷۵ -- ۷/۲۸ 


اد سسنت ۵ رن 


7 


بنابراین 
سم لا ن هب کی ۲ 
+ ۱۷ج ۱۵۷/۲ +۷۲ + ۷/۷ - ۲۷۷ و (۱ 


۱ ۱ 1 ۱ 
۰ بت مج ۱ ۱۲ ۰۸ ۱۰,۰ ۵ << ۵/۱۰۰۰ 0 


. ۴ 
۳ ۲ جح ۷ ۰/۴۱۹ < ح ,۴۲ ره < ۰۸۴۹/۶/۷۵ 


و ۳ ۱ | ۱ 

داجس مس ست مت اسب | ۴۳۵ ولد -- ۴5 دق ه 

۳/ ۶ ۳ 
در سبحه 


۱ 
< ۵۷/۳ - ۷/۱۰ - ۱۸۲۷/۰/۳ + 2۷/۳ - ۱۰ عد ظر (۲ 


۲۶ ۵ 


۶ سیم 
۳ ۱۸ فت ۳ مد و ۳۹/۱ 


۱۵ . پاسخ‌ها را در شکل ۴۸ الف و ب بینید. در هر دو حالت؛ 
نمودارها؛ حط های راست‌اند. دز شکل ۴۸ مختصات نقطه‌های بر خو رد » 


مشخص شده است. 
۱۳ باید دستگاهی شامل دو معادله تشکیل دهیم و آن را حل کنیم: 


۳ 
۱ سب < 1 
۲ حد و ج- ۲۵ << سب جد 8 )۱ 
* ۲ ده 1 
۱۸ 
۱/۸ سب << 
۵ سد ٩‏ لد ۳۵ و۲ چت ۴ وق جات چت ِ ۱ ۲ 


این معادلهُ درجه دوم ریشه‌های حقیقی ندارد. 
پاسخ. نمودارها؛ یکدیگر را فطع نمی‌کنند. 


۳.۶ 


۷ !) هر سه نمودار از مبداء مختصات می‌گذرند و در آن‌جا به 
پایین‌ترین نقطه خود می‌رسند (مبداء مختصات. نقطهٌ می‌نیمم در هریک از 
فاد کی 

وفتی ضریب و از لحاظ فدر مطلق بزرگ شود به معنای آن است 
که به‌ازای مقدار معینی از ۰ مقدار ۷ بزرگ و» درنتیجه» شاخه‌های نمودار 
به محور 7 نزدیک می‌شود. 

به این ترتیب» شکل کلی سه نمردار یکی است (همه آن‌ها سهمی 
هستند)» ولی شاخه‌های نمودار 9 < ۰۷ نسبت به بقیه» از محور ۷ 
دورتر و شاخه‌های نمودار ۲۵۲ < #» نسبت به بقیه به محور 1 نزدیکتر 
است. برای درک بهتر مطلب. نمودارها را روی یک شکل (شکل ۴۹-الف) 
داده‌ایم. 

۲) دو نموذار» نسبت به محور ۰72 قرينة یکدیگرند. #7 لا در 
مبداء مختصات به بایین‌ترین نقطهٌ خود و 77 -- 1 در مبداء مختصات به 
بالاترین نقطه خود می‌رسد. 


۳۱.۷ 


8 ع5 ع 5 ات 5 
تا ان تا مت سل ات 


۳( اگ از نقطه (۰,۳) نموداری موازی شاخه‌های نمودار 9 /1 
زسم کنیم» نمودار ۳ 2 جع از یه ۵اسیتا می‌آید. نه همین ریب برای رسم 
نمودار ۲ -- 2:۲ < ن باید از نقطة (۲- ,ه) موازی با شاخه‌های نمودار 
ال رسم کرد. (شکل ۲۹ بنب). 

#۸ ۱( این دستگاه را در نظر می‌گیریم : 


۱ ۲ 

۲ بل لو 
۵ ات ۴ سس ۱ 1 
3 << اس 


می‌بینيم ؛ برای حل دستگاه» باید معادلهٌ درجه دوم 


و مسب سم و 


را حل کرد. بنابراین ریشه‌های این معادله» عبارتند از طول‌های نقطه‌های 
برخورد دو نمودار ً" را و ۴ + 6 < /1. 

در شکل ۰ ۵ -الف می‌یسیم» دو نمودار در نقطه‌های ۸ و ۱21 یکدیگر را 
فطم کرده‌اند. طول‌های نقطه‌های ۸ و ۰7 همان ریشه‌های معادلة مفروض‌اند. 


۲۶ 


روی شکل دیده می‌شود که طول نقطه ۰۸ عددی است بین ۲- و ۱--: 
رس ۱ << 1 > بو > ۲.-- 


۳ : 
ه‌ازای -- < ۰2 مقدار ۷ برای :ه < ۷ برابر چ و برای ۴ + 2 < ۷ 


۵ 3 ها ۹ تا فا فان تت 1 أ 


به‌ازای ۱۸۶- < 8 برای 27 < ( عدد ۶ و برای ۴ + 2 << 1 
عدد ۲ به دست می‌اید؛ یعنی طول نقطهٌ ۸ از ۶ ۱۸- بیشتر است. به 


نات بط و سح زا هر ات مد مود مد ۷ات 
به همین ترتیب می‌توان طول نقطه 1۶ را تا یک رفم بعد از ممیز پیدا کرد : 
ار ۲ ۳ 


۲( یاسخ. (شکل ۵۰-ب)۰ ۲۸۸ یج و و ۱۸۸ بح بد. 

یادداشت. در مساله (۰)۲-۱۸ ۱ اندعی. از. ۲۸7۸ تا کر است) 
ولی چون به ۸ /۲- نزدیکتر اسث تا به ۰-۲۸۷ مقدار تقریبی آن را راب 
۸ - نوشتیم. همچنین» مقدار 7 اندکی از ۸ ۱۸ کمتر است» ولی روشن 
می‌شود که به ۰۱/۸ نسبت به ۱۸۷ نزدیکتر است. محاسبه‌ها را خودتان 
انجام دهید تا در اين باره قانع شوید. 

۹ فرض می‌کنيم؛ هر بار؛ قیمت پارچه 72 ارزان شده باشد. بار 
اول» قیمت یک متر پارچه بعد از ارزان شدن برابر 


۱ 7 ۱۶ 
۱ ۱ )مها - وم ظ ۱ 


و ه ۱ لیا له 


۲۶ 


ریال می‌شود. دوباره بر 4 ۳ از فیمت بارچه نت ملع اب عةع بنابراین مت یک 


متر پارچه» چنین می‌شود (برحسب ریال) : 


و این مقدار ) بنا بر فرض: باید برابر ۰ ریال باسد : 


۱ 3 7 
9ب ۱ ۰ -۱) ۱۶ج مه < لگ -۱) ۱۶۰۰ 


و اگر از دو طرف برابری اخیر جذر بگیریم : 


سمت چپ برابری مثبت است (زیرا 7 درصد. از صد درصد یعی وم 
گرفته‌ايم. 

از این معادلهٌ خطی » به سادگی به دست می‌آید : ۲۵ یج 

پاسخ. هر بار قیمت پارچه ۸۲۵ تنزل پیدا کرده است. 

۵ ۲ , شعاع داير ة وت را 81 و شعاع دایره کوچکتر را ۲ می‌ناهیم. نا 
به فرض ؛ باید داسته باشیم : 


۴ ت ۳ ۲۱۸ ۱ ۴ - ۲ + ۲] 
۰ -- ۲۲ + ۲ ۸۲ ح- 7۲۳۲ +4 71 ۱ 


۳۷ 


اگر "7+ 0 را به صورت ۲۲۳ - "(10+۳) بنویسیم. مقدار ۶۶ <- ۲1 
به دست می‌آیند. بنابراین 


۴ -< (۳ -(]) چ ۶۴ < و۲۲ - ۲ + 7۲۲ 


از آن‌جا ۸ < ۲ - 7 (چون ۲ < ۰7 پس ه جر اس باه این ترتیباه 
به دستگاه ساده زیر می‌رسیم : 


۲+ - ۱ 


۲ << ۳ 


۴ - ۲ + ] 
:ات از 


۱ سرعت قایق موتوری را در آغاز " کیلومتر در ساعت می‌گيريم. در 
نتیجه ) با توجه به فرضص فسالهغ باید ذاشته باشیم : 


۳ ۳۳ 
۳ لا ۲ ۳ - زه 


۳ ۷۷ بت وهل چت انب 


از آن‌جا به بت می‌آید : (و عت ۶ز (ريشة منفی معادله ؛ بذیرفتنی فنیتیت): 
از طرف دیگر اگر فایق تمام مسیر را با سرعت ساعتی ۱۵ کیلومتر در 


7 ۷ : 
ساعت می‌بیمود. به اندازه 2 ساعت یعنی ۳ ساعت و ۴۸ دقبقه در راه 
بود. به این تریست؟ ۲ ۱ دفقه تاخیر به مقصد رسیده امک 


۱ ۵ ۲۸ ۶ ی 
۲ جهان‌گرد س ۱۶۰ یعنی ۱۰۰ کیلومتر را با اتومبیل و ۶۰ 


کیلومتر را با قایق رفته است. اگر سرعت اتومبیل را " بگیریم» سرعت قایق 
(۲۰ - ) کیلومتر در ساعت می‌شود و باید داشته باشیم : 


۰۱ ۱۵ و ها 
و جح ۵ 0 ارات ارات از نت تحت تحت ت‌ 
۳ ۳ ۵ - 1 10 


برای 1 دو جوات به دست من ال : ۱۰۰ ۴ #۸۰ 


۳۷ 


پاسخ. سرعت اتومبیل ۱۰۰ کیلومتر در ساعت و سرعت قایق ۸۰ 
کیلومتر در ساعت ؛ یا سرعت اتومبیل ۰ کیلومتر در ساعت و سرعت قایق 
۰ کیلومتر در ساعت. 

۳ سرعت اتومبیل را در نیم نخست راه» " کیلومتر در ساعت 
می‌گيريم. اگر طول مسیر را ۲۵ کبلومتر و ۴۵ دقيقه را چ ساعت در نظر 
بگیریم» باید داشته باشیم : 


0 ۲ 


۱۸ ۴ 


3 
ست نت 
10۳ 


از تقسیم این دو معادله بر یکدیگر به دست می‌آید: 


۴ :۱۵ 
۲ ید وتاب اج ۳ 
۳ 0" 
وش 
ت اس 
9ٍِِ "6 ( ۱+ »)ناه 


۲) با توجه به معادلهٌ ۱ < 1 - ۰ معادلهٌ اول دستگاه» به این صورت 


درمی‌آید : 
۴ سس ۳31۷ وج ۳31 سل 12 نت 2( 


و اگر معادلهٌ ۴ < ۲۸۷ را با معادل ۵ < "لا + "2 جمع کنیم: 
۳ رز + 2 چد ٩‏ - ۲( + 5) 
بنابراین ؛ باید دور دستگاه زیر را حل کرد : 


۳- - ۷ + ۲ ۳ < ۷ + 7 
۱ تب بات ل ۱ | < 1 -- ٌ 


۳۷ 


۳ معادله اول دستگاه به این صورت قابل تبدیل است: 
۶ < ( ۱ + ۵۷ - ه)(۷ + ») 
که اگر در آن ۲ < ل + 7 را قرار دهیم؛ به دست می‌آید: 
)۱( ۳ << لا د زا - آ ود 


و اگر در معادلٌ (۰)۱ "0 + "2 را به ۲2 - ( + 2) تبدیل کنیم با 


در دست داشتن مفدار ۷ + 2 مقدار 20 به دست می‌آید : 
۳1 ۳- < /27 
معادلهٌ (۲) را از معادلهٌ (۱) کم می‌کنيم : 

۴ رز - ج چ ۱۶ -< ۲( - و ) 


و به دو دستگاه زیر می‌رسیم : 


پاسخ. ۲ عت ۰۲ ۱- << ([ يا ۱ << :۵ ۲ << ا, 
۵ الف) اين پنج نفر را نام‌گذاری می‌کنیم : 


۵ ۴ ۳ ۳ ۲ 
۱ را می‌توان با هریک از دیگران در نظر گرفت : 
(۲ اتغاتب) ۳۱۳۱۲1۱۵ ۱۲ 


۳۷۳ 


تا این جا؛ ۳ گروه دونفری » با شرکت ۱ به دس می‌آید. اکنون به ۲ 
می‌پردازيم. شرکت او را با ۰۱ پیش از اين به حساب آورده‌ايم؛ باید او را با 
هریک از افراد ۳ ۴ و ۵ هم در نظر بگیریم: 


(۳ انتخاب) (۲,۳(:)۲,۴(:)۲,۵) 

و برای ۲: 

(۲ انتخاب) (۳,۴(:)۳,۵) 
و یک انتخاب دیگر؛ برای 1 

(۱ انتخاب) (۵ ,1۴ 
به ۱۰ طریق می‌توان یک گروه ۲ نفری انتخاب کرد. 
یادداشت. با اندکی دقت و با استدلالی مشابه» می‌توان نتیجه گرفت: 

از بین ۱ نفر ) برای انتخاب یک گروه ۲ نفری» به تعداد 


)7» - ۱( + 00 - ۲( ٩4... + ۲۸۸ )۲( 


از راست به چپ بنویسیم: 


(ج) (۱ - و + (۲ )۱+۲ 


و دو مجموع (*) و (**) را با هم جمع کنیم؛ به دست می‌آید : 


(۱ -- وو)چه ع چه + وود رمع ۲ 
(۱-:7) مرنبه 


۳۷ 


۲ این مقدار ء دو برایر تین 3 () ی ۲ سن 


۱ 
(۱ و[ ۲( سم ۳۳-۱ 


یعنی از بین ۱۱ نفرء به (۱ - 0« طریق» می‌توان ۲ نفر را انتخاب کرد. 
اکنون؛ اگر ۵ -< 7 بگیریم» به همان عدد ۱۰ می‌رسیم که برای مساله 
خود. بیدا کرده بودیم. 

ب) این مساله را با روش دیگری حل می‌کنيم. فرض می‌کنيم» ۶ نقطه 
روی یک صفحه داشته باشیم. به نحوی که هیچ سه نقعه‌ای» روی یک خحط 
راست نباشند. مساله ماء به اين معناست که با این ۶ نقطه» جند مثلث 
می‌توان ساخت؛ طوری که راس‌های هریک» روی سه نقطه از این شش نقطه 
باشند (روش استفاده از گراف). 

ببينيمی اگر یکی از نقطه‌ها را (در بین اين ۶ نقطه) در نظر بگیریم؛ چند 
مثلث می‌توان بیدا کرد به نحوی که این نقطه» یکی از راس‌های آن باشد؟ 

به‌جز اين نقطة انتخابی» ۵ نقطهٌ دیگر باقی می‌ماند که» از بین آن‌ها؛ به 
۰ طریق می‌توان ۲ نقطه انتخاب کرد (مسالهٌ ۰۲۵ الف)؛ یعنی ۱۰ مثلث 
وجود دارد؛ به نحوی که» یک راس هر کدام از آن‌ها؛ در نقطهٌ انتخابی است. 
اکنون؛ اگر هر ۶ نقطه را نج فظر نریم روی هم به ۱۰ «< ۴ یعنی ۶۰ 
مثلث می‌رسيم. ولی» هر مثلث ۴ راس دارد و ماء در اینجاء هر مثلث را 
سه بار (هر بار به خاطر یکی از راس‌های آن) به حساب آورده‌ايم. بنابراین 
تعداد واقعی مثلث‌ها؛ برابر است با ۶۰ « " یعتی ۲۰. 

با ۶ نقطهٌ واقع بر صفحه که هیچ ۳ نقطه‌ای بر یک خط راست نباشند 
می‌توان ۲۰ مثلث متمایز ساخت و يا از بين ۶ نفر به ۲۰ طریق» می‌توان ۳ 
نفر را» برای انجام یک کار؛ انتخاب کرد. 

۶ در جلد دوم «ریاضیات محاسبه‌ای» (مساله ۲۸ صفحه ۰)۱۶ همین 


۳۷ ۵ 


مساله آمده بود» ولی در آن‌جا؛ ثابت کردیم؛ بگنا کم یک گروه سه نفری از 
بین شش نفر پیدا می‌شود که با هر سه نفر دو به دو با هم آشنا هستند و یا 
در بین آن‌ها؛ هیچ دو نفری یکدیگر را نمی‌سناسند. 

اکنون» مساله به صورت عام‌تر مطرح شده است. باید ثابت کنیم در 
بین شش نقر» دست کم دو گروه سه نفری وجود دارده به نحوی که در هر 
گروه» یا همه یکدیگر را می‌شناسند و یا همه با یکدیگر ناآشنا هستند. البته 
این دو گروه سه نفری می‌توانند یک یا دو عضو مشترک داشته باشند. 

در پایان مسالهٌ ۲۸ از جلد دوم «ریاضیات محاسبه‌ای» (بخش حل 
مساله‌ها)» از روش «گراف» صحبت کردیم؛ هر یک از شش نفر را با یک 
نقطه ‏ رابطه اشنایی دو نفر را با باره‌حط راست لیوا سسته و رابطه نااشنایی را با 
را به کار می‌بریم. در آغاز ببينيم» با شش نفر چند گروه سه نفری می‌توان 
تشکیل داد؟ 

این مساله را» در مساله ۰۲۵ ب حل کردیم و نتیجه گرفتيم : از تن 
شش نفر» به ۲۰ طریق می‌توان یک گروه سه نفری انبخاب کرد. در این‌جا؛ 
با روش دیگری (روش مستقیم محاسبه)؛ همین نتیجه را می‌گيريم. 

اگر هر شخص را با یک نقطه نشان دهیم؛ باید ببينیم» با شش نقطه 
چند مثلث می‌توان ساخت که راس‌های هر مثلت سه نقطه از این شش نقطه 
باشد! نقطه‌ها را» با عددهای 


۱ ۲۳ ۴۵ ۶ 


تشالن می‌دهیم. مساله این است که اگر مجموعه‌ای دارای شش عبر ۱ 
6 ۲ : ها زا ۳ باس حجند زیر مجموعه سه عضوی دارد! در این جا؛ 
برای دناد کین کار » وقتی می‌نویسیم ؛ ۱۳۵ منظورمان زیر مجموعه‌ای شامل 
عضوهای ۰۱ ۴ و ۵ است. همچنین ۱۲ به معنای زیر مجموعه‌ای شامل دو 


۳۷۶ 


اول زیرمجموعهٌ (۲ ,۰1۱ یعنی ۱۲ را در نظر می‌گیریم و روشن می‌کنيم؛ 
جند زیرمجموعهُ سه عضوی وجود دارد که دو عضو آن عددهای ۱ و ۲ باشند : 


۲۴ ۳ (۳) 


عدد 1 که در داخل برانتز نوشته سشده است؛ معرف تعداد زیر مجموعه‌های سه 
عصوی است که با ۱۲ آغاز شده‌اند. اکن ن؛ به زیرمجمه عه‌های سه عصوی 
که با ۱۳ آغاز شده‌اند» سس آن‌ها که با ۰۱۴ ۱۵ و ۱۶ آغاز شد‌اند 
(۳) ۱۳۶ ,۱۳۵ ,۱۳۴ : ۱۳ 
۳۳2( ۶ ,۱۴۵ : ۱۴ 
۱۱( ۶ : ۱۵ 
نا ۱۶ » عدد سه‌رفمی تازه‌ای نمی‌توان ساخت.. 
اکنون: همین روش را دربارة عددهای ۲۳ ۲۳ و ۰۲۵ بعد درباره 


۱۱۳ ها م۳۲ #۵ ۲۴ 
مس ۱ ۶ ۳۱ 
( ,۶ : ۲۵ 
( ها( ۲ ۶ ۲ 3 
( ۵۲ ۲ : ۳۵ 


1 
۱ 
7 
۱ 
۱ کل :2 ۳۵ 


۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
اگر عددهای سمت راست را در داخل پرانتزها» با هم جمع کنیم» به علد 
۰ می‌رسیم؛ یعنی یک مجموعه شش عضویء دارای ۲۰ زیرمجموعه سه 
عضوی است ؛ یا با ۶ نقطه واقع بر صفحه مي‌نوال ۰ مثلث مختلف 
ساخت که راس‌های آن‌ها» در بین این شش نقطه باشند. به زبان دیگر : با 


سنشر بشر ‏ می‌توال ۳ گروه سه نشری مختلف درست کرد. 


۳۷ 


با توجه به مسالهٌ ماء اگر این شش نفرء دو به دو با هم آشنا باشند 
می‌توان ۲۰ گروه سه نفری تشکیل داد به نحوی که در هر گروه؛ همه یکدیگر 
را بشناسند. به همین ترتیب» اگر همه شش نفرء دو به دو با هم ناآشنا باشند 
می‌توان ۲۰ گروه سه نفری تشخیص داد که» در هر کدام از آن‌ها» کسی دو 
نفر دیگر زا تشناسند. 

ولی مسالة ما» کمترین تعداد اين گروه‌های سه نفری را می‌خواهد و 
می‌گوید» در هر حالتی» حداقل دو گروه سه نفری پیدا می‌شود» به نحوی که 
در هر گروه؛ یا دو به دو با هم آشنا هستند و با دو به دو با هم نا آشنا. 

به سرا گراف می‌رویم : هر فرد را با یک نقطه» رابطهٌ آشنایی را با پاره‌حط 
راست سبز رنگی که دو نقطه را به هم پیوسته است و رابطهٌ نا آشنایی را با 
پاره‌خط راست قرمز نشان می‌دهیم (روی شکل‌هایی که آورده‌ایم؛ باره‌خط‌های 
راست سبز را با خط بیوسته و باره‌خط‌های راست قرمز را با نقطه‌چین نشان 
داده‌ایم) . 

فرض می‌کنیم» از یک راس گراف» مثلاً دو یال سبز و سه یال فرمز 
گذشته باشد. ما به دنبال مثلث‌هایی هستیم که سه ضلع آن هم‌رنگ باشند. 
در این‌جا» هر یال سبز با هر پال قرمز» دو ضلع مثلثی را تشکیل می‌دهند که 
ضلم‌های نا هم‌رنگ دارند» یعنی روی هم به تعداد ۳ < ۲ يا ۴ مثلث با 
ضلع‌های نا هم‌رنگ پدید می‌آید؛ هر یک از اين مثلث‌ها (به دلیل نا هم‌رنگ 
بودن دو ضلع) نمی‌تواند جزو جواب مساله باشد. درضمن حتا دو ضلع 
هم‌رنگی که به اين نقطه رسیده‌اند ممکن است: به خاطر ضلع سوم خود باز 
هم از گروه مثلث‌های مورد نظر ما» خارج شوند. 

حالت کلی را در نظر می‌گیريم و فرض می‌کنيم؛ از راس ۰۱ ۲۱ یال سبز 
و ۲۱ - ۵ یال قرمز» از راس ۲ ۲7 یال سبز و ۲۲ - ۵ یال قرمز و غیره 
گذشته باشد؛ در این صورت» روشن است که تعداد مثلث‌های با ضلع‌های 


۳۷۸ 


هم‌رنگ برابر است با 
۱ 
[( ۳۶ - ۴۶)۵ +... +( ۲)۵ +( - ۵( ۱ 


در وافع ؛ (۱ -- ۰7۱/۵ تعداد مثلث‌های با ضلع‌های نا هم‌رنگی را مشخص 
می‌کند که راس ۱ یکی از راس‌های هریک از آن‌هاست؛ به همین ترتیب 
برای (۲ -- ۲۷)۵ و غیره. ولی در این صورت» هر یال گراف دو بار به 
حساب می‌آید و تعداد واقعی مثلث‌های با ضلع‌های نا هم‌رنگ» برابر نصف 
این مجموع می‌شود که باید از عدد ۲۰ (تعداد کل مثلث‌ها) کم شود تا تعداد 
مثلث‌های با ضلم‌های هم‌رنگ یف فاست ایكه 

هریک از جمله‌های (7 - ۵) می‌تواند یکی از عددهای ۴.۰ پا ۶ 
باشد (جرا؟). بنابراین» بزرگترین عددی که ممکن است در داخل کروشه پیدا 
شود برابر ۶ < ۰۶ یعنی ۳۶ است؛ در نتیجه» کمترین تعداد مثلث‌های با 
ضلع‌های هم‌رنگ برابر است با 


۱ 
۲ الاب ۳5 ۶ ۳۴ ۱۴ با مب ۷6 ۱۳۳ 


و این همان جیزی است که می‌خواستيم ثابت کنیم. نموئه حالت مربوط به 
وجود تنها دو مثلث با ضلع‌های هم‌رنگ را در شکل ۵۱ می‌بینید (پاره‌خط‌های 


۳۷۹ 


راست پیوسته به‌جای رنگ سبز و باره‌عط‌های راست نقطه‌چین. به‌جای رنگ 
فرمز آمده‌اند) : مثلث‌های ۱۳۵ و ۲۴۶ با ضلم‌های هم‌رنگ‌اند که در این 
شکل» در هر دو مثلث راس‌ها دو به دو با پاره‌حط‌های راست سبز به هم 
بیوسته‌اند (دو گروه سه نقری که در هر کدام همه با هم آشنا هستند). 

یادداشت. دیدیم کمترین تعداد گروه‌های سه نفری مورد نظر ما برابر ۲ 
و بیشترین تعداد ممکن برای آن‌ها ۲۰ است؛ یعنی نمی‌توان ۶ نفر را طوری 
در نظر گرفت که» در بین آن‌ها؛ تنها یک گروه سه نفری مورد نظر ما» وجود 
داشته باشد. آیا همه حالت دیگر وجود دارد؟ آیا برای این گونه گروه‌های سه 
نفری» می‌توان به تعداد ۰۳ ۰۳ ...۰ ۱٩‏ بیدا کرد؟ 

این بحث جالبی است که می‌تواند شما را» به اندازه کافی» به اندیشه 
وادارد. همین قدر یادآوری می‌کنيم؛ اگر حالتی را که هر شش نفر دو به دو 
با هم آشنا یا دو به دو با هم ناآشنا باشند» کنار بگذاريم» بیشترین تعداد 
این گونه گروه‌های سه نفری» برابر ۱۶ می‌شود و آن» در حالتی پیش می‌آید 
که از پین شش نفر تنها دو نفر با هم ناآشنا باشند (یا تنها دو نفر یکدیگر 
را بشناسند). نمونه‌ای از این حالت را در شکل ۵۲ نشان داده‌ایم. در این 
گراف؛ به‌جز ۴ مثلث ۰۱۲۳ ۰۱۲۴ ۱۲۵ و ۰۱۲۶ بقیهٌ مثلث‌ها» ضلع‌های 


هم‌رنگ دارند و بثابرآین ) تعداد آن‌ها جنین می‌ شود : 
۶۴ -<- ۴ ب ۲۵ - ۲ 


و پر ۲ 


٩‏ << نمی‌تواند باشد» زیرا برای این منظور؛ باید داشته باشیم: 
۲ < (۳۶ - ۵)ع۳ ...+ (۳۷- 17۷)۵ (۳۱ - ۲۱/۵ 
که ممکن نیست (چرا؟). ۱۸ < ۰ جواب ندارد؛ زیرا باید داشته باشیم : 
۴ (و7 - ۵)و( + ...+ (۳۲- ۷)۵ + (۱ - ۴۱۵ 


برای این منظور؛ باید یکی از جمله‌ها» و مثلاً (۳۱ -- ۲۱۵ برابر ۴ و بقیه 
برابر صفر باشند. ۴ <- (7۱ - ۳۱)۵ به معنای ۱ - ۲۱ است: 


ه عد ۳۶ ع< و۳ عد ۳۲ سد ۲۳ << ۱۱۳۲ < ۱ 


فرض کنیم از راس ۸ یک یال (۸17) را قرمز و بقیه را سبز گرفته باشیم 
(شکل ۵۳). باید یال‌هایی که به همه راس‌های دیگر می‌رسند» از یک رنگ 
باشند؛ چون به راس 17 یک یال فرمز رسیده است. باید بقیه یال‌های وارد 
به ۶ هم فرمز باشند؛ ولی در این صورت. در راس‌های ب).  .1(‏ و ۲ 
بال‌های نا هم‌رنگ به هم رسیده‌اند. 

خودتان تلاش کنید و برای حالت‌های دیگر» مشخص کنید» ۶ جه 
عددهایی می‌تواند باشد و چه عددهایی نمی‌تواند باشد. به احتمالی در برخی 
موردها به دشواری برخورد کنید؛ نگران نباشد. حالت‌هایی را که می‌توانید با 
استدلال روشن کنید» معین کنید و حالت‌هایی را که نتوانسته‌اید روشن کنید» 
به عنوان مساله‌هایی که باید روی آن‌ها بیندیشید؛ نزد خود نگاه دارید. 

۷ محاسية (۱ + 2) دشوار ثست: 


+ و ع< ۱(۲ + ۳۵ + ۳۵۲ + ه) < ۱([۲ + 8)] < (۱ + :2) 
آ ۶ + ۱۸ د و۲ د و۶ د ۵و۶ ۱ ٩2۲‏ ۲و٩‏ د 
٩ (۸‏ ۶ +4 ۱۵۸۲ د ۲۰۵۲ + ۱۵۲ د ۵و۶ د و - مع د 


۲۸۱ 


برای *(۱ - 2) به دو نکته توجه می‌کنیم : 

۱ ۱(۴ - ت) با *(2 -۱) تفاوتی ندارد؛ 

۲) اگر در ۴( +۰)۱ 2 را به 2- تبدیل کنیم به *(--۱) می‌رسيم. 
بنابراین» اگر در حاصل *(۱ + )۰ همه‌جا 2 را به 2- تبدیل کنیم» حاصل 
2-۱(۴) به دست می‌آید و اين» به معنای آن است که در حاصل (۱ + 2) 
جمله‌های با توان زوج را تغییر ندهیم و جمله‌های با توان فرد را به قرینه خود 


تبدیل کنیم : 
٩۸‏ ۱۵2۲-۶۶ + ۲:۵۲ - ۱۵۴ + ۶2۵ - و < (۱ - 2) 


۸ پاسخ منفی است. هر خط راست شامل بارامتر» از یک نقطه ثابت 
نمی‌گذرد. در چه حالتی» ممکن است اين وضع پیش آید؟ 

برای این‌که خط راستی (که شامل پارامتر است) از نقطة ثابتی بگذرد 
باید معادله آن» به‌ازای مختصات این نقطه» نسبت به بارامتر» یک اتحاد 
تشکیل دهد. بنابراین» وقتی خط راستِ شامل پارامتر» از نقطةٌ ثابتی می‌گذرد 
که اگر معادلةٌ آن را نسبت به پارامتر یک اتحاد فرض کنیم بتوان برای 
( ,:2) جوابی پیدا کرد. 

با مثال مطلب را روشن می‌کنیم. 

مثال ۱. آیا خط‌های راست به معادله 


)06 + ۱(2 + ۲/۵ +۱(( + ۲۵ ٩4۳ < م‎ )*[ 


از نقطه ثابتی می‌گذرند؟ 
معادله را نسبت به پارامتر » منظم می‌کنيم: 


هم < (۳ + :۲ + ت) + (۲ + ۲ + 2) 


وش 


دستگاه 


۵ عد ۲ د ۲۵۱ عب 
صلق کی ولی این دستگاه؛ پاسخی ندارد. در وافع ؛ همه خط‌های راست 


تابر 4ب 


به معادله ( *)) ضریب زاویه‌ای برابر ۲ - دارند (جرا؟) و؛ در نتبجه با هم 
موازی‌اند. می‌توان گفت که نقطة ثابت این خط‌های راست؛ به بی‌نهایت رفته 


تک 
مثال ۲. آیا خط‌های راستی که معادل عمومی آن‌ها در این‌جا داده شده 
است. از نقطه ثابتی می‌گذرند؟ 
» < (۱ + )۲ + و( +ه - آه) + ۱(۲2- ») 
معادلهٌ این دسته خط راست را» نسبت به پارامتر ۵ منظم می‌کنيم : 
ه > (۲ + ۲ + 2) +(۲ - ۷ + ۲2) - و( + ») 
باید این پرابری» نسبت به ۰0 یک اتحاد باشد» یعنی داشته باشیم: 


ه << 1 + :3 

و حد ۲ بت رز د ۲ 

0 ح< ۲ 4 ۲۷ + :2 
به دستگاهی می‌رسیم که ؛ برای دو مجهول 1 و ۷ سه معادله دارد. آیا این 
دستگاه سازگار است؟ اگر معادله‌های اول و دوم این دستگاه را در نظر 


بگیریم : 


و < 1 ۲+ 3 ۱ 
و < ۲ - ۷ + ۲2 | 


به جوات ۲ سر وس و3 ۷ ند می‌رسیم که در معادلٌ سوم دستگاه هی صدق 
می‌کنند. دستگاه سه معادلة دومجهولی سازگار است و مساله جواب دارد. 


۳۸۳ 


پاستخ. همه خط‌های راست دسته خط مفروض. از نقطه ثابت (۲-,۲) 
می‌گذرند. 


مثال ۳ این دسته خط راست داده شده است: 
< (۱ -۵)۳۵ - (۱ - ۵ - )+ ۱(۵ +۵4 + آه) 


آیا هم این خطهای راست» از نقطه ثابتی می‌گذرند؟ 
اگر عبارت سمت چپ را در معادلهٌ دسته خط راست» نسبت به 6 


منظم کنیم و» سپس نسبت په پارامتر 6 متحد صفر قرار دهیم: 
» < ( - ۵) + (۱ + - 2) + ۳(۵۲ - ون + ه) 
به این دستگاه می‌رسیم : 


و حت ۲ -- و ۲ 9 
و 2 ۱ + له - 1 
3۳ / 


ولی این دستگاه ناسازگار است: جوابی که برای 2 و ۷ از دو معادلهٌ اول 
دستگاه به دست می‌آید؛ در معادله سوم دستگاه صدق نمی‌کند. 

پاسخ. خط‌های راست این دسته خط. از نقطهٌ ثابتی نمی‌گذرند. 

۹ الف) سه‌جمله‌ای درجه دوم چیزی است و حاصل عددی آن 
چیزی دیگر. درست است که حاصل عددی یک عبارت جبری» به خود 
عبارت بستگی دارد؛ ولی این بستگی» هیچ ربطی به ویژگی‌های عبارت جبری 
و شباهت این ویژذگی‌ها با حاصل عددی آن ندارد. 

آزمایش می‌توانست ما را گمراه کند. اگر سه‌جمله‌ای را ۸ بنامیم و با 
آغاز از واحد عددهای طبیعی مختلف را به جای ‏ بگذاریم» این نتیجه‌ها؛ 


۳۸۴ 


۴ - و ۲ص | یا ۷ سوه 
۲۳ - ر | ! ۷ ۱/۲ ۱۳ چا . | ۳ ۱۱ چت قزر 
7 < 7 | . ۷ <- * ۱ ۳ ۳ ۱ ۵ ند از 
۸42۶۷ | ۰ ۸-۵۳ | ۲ ۴۱ جح ۸4 | ۲ ۳۱ هر 
٩ ۱ "۳ - ۵‏ < 2 | 
۱ -- 4 | ۲ وار 
حتا اگر عددهای درست منفی را به‌جای 2 فرار دهیم: 
۱ ۳آسس سح ۱ ۱ ات تم ۱ ۲ات بت و ۱ منت وق 
٩۶ ۳‏ ۱ ۲ عه گر. | .۰ ۲۳ چت ‏ | ۳ ۱۷ بت ار. | ۳ ۱۳ نت ۵ 


همه‌جا برای ۸: عددی اول به دست می‌آید. به‌ازای ۰ < 1 هم عدد اول 
۱ را خواهیم داشت. ممکن است؛ این بیش‌آمد ( که تا بحدی عجیب است) ؛ 
به ما تلقین کند که سه‌جمله‌ای ۸ هميشه برابر عددی اول می‌شود. ولی 
روشن است که این نتیجه‌گیری» دست کم تدای ۱۱ << ط درستا ست؟ 
زیرا اگر به‌جای » عدد ۱۱ را بگذاريی هریک از جمله‌ها و بنابراین» تمام 
سه‌جمله‌ای بر ۱۱ بخش‌پذیر می‌شود: 


۷ بش 1۱ج ۱۱اه ۱٩‏ ۱۱۲ فد ۱۸ تلو نت۸ 
که عددی اول نیست. يا اگر ۱۳۱ < 7 بگیریم؛ به دست مر ازد: 
۲ ح (۱ ۱۱-۱۱ ۱۱۲۱۲۱ <- ۱۲۱۲۰۰۱۲۱4۱۱ <- ۸4 
که باز هم عددی فز کنینج انتتنتا: 
آن را به صورت ضرب دو عبارت جبری حقیقی تجزیه کرد: به زبان دیگر 


۲ ۸ ۵ 


7-۵ بر عبارت جبری دیگری بخش‌پذیر نیست. حتا عبارت جبری ۱۵ 13-۳ 
هم از دیدگاه جبری عبارتی اول است» گرچه بر عدد ۳ بخش‌پذیر است. 
عبارت جبری» وقتی اول نیست که بر عبارت جبری دیگری بخش‌پذیر باشد. 

ولی همین عبارت ۵ + ۰۵ در مجموعةٌ عددهای درست؛» می‌تواند بر 
هر عدد درستی بخش‌پذیر باشد. ۵ + 2 به‌ازای ۴ -< 2 بر ٩‏ و به‌ازای 
۲- - 7 بر ۱۷ بخش‌پدیر است. معمول است که در ریاضیات؛ 
می‌گویند» عددهای درست ٩‏ و ۱۷ (و دیگر عددهای درست) بخشیاب‌های 
پنهانی ۵ + 2 هستند. عبارت جبری ۴ -- :2 دو بخشیاب آشکار متمایز از 
خود دار : ۲ + :2 و ۲ - 2. ولی بی‌نهایت بخشیاب پنهانی (در مجموعة 
عددهای درست) : به‌ازای ۵ << ۰27 بر ۰3-۳ 1-۷ و 1-۲۱ و به‌ازای ۷ <د 2 
بر ۰4۳ ۰4۵ ۰1٩‏ 2۱۵ و 21-۳۵ بخش‌پذیر است. 

اکنون ببینيم ۵ + 7 در مجموعهٌ عددهای درست؛ در چه حالت‌هایی بر 
۳ + 7 بخش‌پذیر است؟ داریم : 


۲ یس ۳ استد ند 
۳ ۲ ۳ 4۳ 2 
۵ + 3 


5 این که حاصل کسر ۳ ره عددی درستا باشد) باید حاصل کسر 


23 مسب برابر علد درستی شود. و ی 


۰ ح و چت ۱- < ۳۳ + و :۲ - حد و جد ۱ < ۲ + 2 


ح وم چت ۲ ۳ +4 7 :۱ ح< 27 << ۲ د ۰۲۲ 1 


به این ترتیب» عبارت ۵ + 2 وفتی بر ۲ + 3) در مجموعه عددهای 


۳,۸۶ 


۵ 1+ ۲ 
۱- و ه خواهد شد. 


۰ پیش از حل مساله» اندکی با ویژگی‌های عبارت‌های جبری متقارن 
آشنا شویم. به این عبارت‌های جبری توجه کنید : 


2۵ - و + هرد ,درو ده 


در هر کدام از اين عبارت‌هاء اگر ه را به 1 و را به 2 تبدیل کنیم» دویاره 
همان عبارت نخستین به دست می‌آید : 


,+ اع لا + ورد ع ودره + ع ن + 
۲۵ - "+ آن < ۲-۳۵ +" 


می‌گویند: هریک از اين عبارت‌ها» نسبت به 2 و متفارن‌اند» یعنی» در 
هرکدام از آن‌ها» نقش 2 با نقش ‏ تفاوتی ندارد. عبارت 


+۲۵ - ره د اه 


نسبت به ۶ و لا متقارن نیست» زیرا اگر در آن؛ 7 را به 1 و ۷ را به 2 تبدیل 


کنیم» عبارت 


به ذدست می‌آید که با عسارت بحستین ) فرق دارد. عبارت 
2 - + 
نسبت به 2 و متقارن است» ولی نسبت به 2 و 2 یا لا و ع متقارن نیست. 


۲ ۷ 


جبری در آن» همجنان متقارن بافی می‌ماند. در برابری‌های 


ب(۲ و + وه - اه( +ع) > + « 


وه - ۲( - ه) < ۳2 - آ و + 2 


چون عبارت سمت چپ (در هرکدام از آن‌ها)» نسبت به 2 و ل متقارن 
است» عبارت سمت راست هم تقارن خود را نسبت به 7 و لا حفظ کرده 
است. [توجه کنید: ۲( - عع) با "( -- بو) فرقی ندارد.] 

به همین ترتیب» عبارت‌های جبری 


,۲ + رد هرمن + وه + وه ,لت ,2 +4 + 7 


سست به 3 و ۷ و 5 متقارن‌اند : در هرکدام از آن‌ها هر دو مجهول دلخواه 
(ه و لا يا و 2 یا لا و 2) را به هم تبدیل کنیم» عبارت جبری» بی‌تغییر 
می‌ماند. 
توجه کنید: عبارتی نسبت به ۳ یا ۳ یاء به طور کلی ۰ مجهول متقارن 
که عبارت دچار تغییر شود. 
در عبارت‌هایی هم که نست به جند مجهول متقارن‌اند» همان ویژگی 
اصلی عبارت‌های متقارن نسبت به دو مجهول برقرار است. 
یه حل مساله ۳۲۰ می‌پردازيم. این نام گذاری‌ها ر می‌بديريم : 
یر - رو - و - ۳( + و 4 2) < ۸4 
۲ج - ره و (و + د) عد و 


باید ببینیم به‌ازای کدام عددهای طبیعی 17» عبارت ۸ بر عبارت 1۶ بخش‌پلذیر 
اسستا. هر دو عبارت ۸ و ۶ نسبت به 2 و 7 و 2 متقارن‌اند. تلاش می‌کنيم» 


۳۸۸ 


عبارت 1 را» به ضرب عامل‌های درجه اول تجزیه کنیم. در تجزیه عبارت 
عامل ۷ + 2 وجود دارد» زیرا اگر 7 به صورت ضرب (۷ + 7) در 
عبارتی درآید؛ باید به‌ازای 4- -< 2 برابر صفر شود؛ حاصل عبارت 3 را 
به‌ازای ل1- << 7 به دست می‌آوریم : ار پ«- <- ت آن‌گاه 


0 
۱ 


او - و - (و-) - (2 + + ون-) 


۲ ۳ ۳ 1 
وحت لو ۳ 5 


پس 1 دارای عامل لا + 3 یعنی بر 9 + 2 بخش‌پذیر است. ولی 13 نسبت 
به 5 و و 2 متقارن است. بنابراین باید حاصل آن. بعد از تجزیه باز هم 
نسبت به 2 و و 2 متقارن باشد؛ و چون 3 بر ۷ + 7 بخش‌پذیر است؛ 
باید بر 2 + ۷ و 2 + 2 هم بخش‌پذیر باشد. در نتیجه» عبارت ل به این 
صورت درمی‌آید : 

(۵ ع)(2 + نو( +ع)ه د یر و و (و++ده) < 9 


» یک عدد ابت است؛ زیرا حاصل‌ضرب سه پرانتز سمت راست برابری 
مثلا نسبت به ۰ از درجه دوم و عبارت سمت چپ برابری هم نسبت به 
از درجه دوم است (اگر پرانتز را باز کنیم» جمله‌های درجه سوم از بین 
می‌روند) . 

برای بیدا کردن مقدار ۰0 سه عدد دلخواه در دو طرف برابری» به جای 
7 و و 2 می‌گذاريم مثلاً * 9 ۱ د لاه ۲ اد ۶ 


(۰ + ۲()۲ +۱()۱4+م)ه > ۲- ۱- (۲ +۰+۱) 


از آنجا ۱۸-۶۵ و ۲ 6 


به این ترتیب؛ نتیجه تجزية عارت ۶ به دست امد : 
( + 2()2 + )( + ۳/۸ - ۲ 


۳۸۹ 


برای این‌که ۸ بر ۶ بخش‌پذیر باشد» باید ۸ بر یکی از سه عامل 
+ 2 ,2 + 1 ,لا + 7 


بخش‌پذیر باشد» زیرا ۸ نسبت به 2 و ۷ و 2 متقارن است و اگر بر یکی از 
این عبارت‌ها بخش‌پذیر باشد؛ بر دو عبارت دیگر هم بخش‌پذیر خواهد بود. 

برای این‌که ۸ بر ۷ + 27 بخش‌پذیر باشد. باید به‌ازای 0-- < :2 برابر 
صفر شود. اگر ۷- -- 5 آن‌گاه 


"لو - ۳( ی - "و - *(وو) - ۳( + و + نوس) < ۸ 


و روشن است که. 1۳ - 0(۳-)- وقتی برابر صفر می‌شود که 17 عددی 
فرد باشد. 

پاسیخ. برای این‌که ۸ بر 1۶ بخش‌بذیر باشد باید 77 عددی فرد انتخاب 
شود ([۱ + :۲۸ حد ۳). 

۱ بیدا کردن نقطه‌های ثابت وافم بر یک دسته سهمی (اگر چنین 
نقطه‌هایی وجود داسته باشد)» سسیه بیدا کردن نمقطه ثابت وافم ۳ دسته خحط 
راست است. معادله دسته سهمی را نسبت به پارامتر 4 منظم و متحد با صفر 
فرار می‌دهیم : 


۰ < (۲ + +ه) + م(ه - آه) 
که از آن‌جا؛ به این دستگاه می‌رسیم : 


1ج ۴ 


سس با ۳ ات ار اس او 
۳ ۷ 1 ۲- - ۷ ۱ و عد ۲ ( 1 3 . 


سح همه منحنی‌های این دسته سهمی از دو نقطٌ (۲-,۰) و 


(۳-,۱) می‌گذرند. 


۳۹۵ 


و بیش از حل این مساله: حل مساله ۱ را در صفحه ۲۳۶ جلد 
دوم «ریاضیات محاسبه‌ای) سنید, 


الف) دسته خط‌های راست 


)۱( م < ٩(‏ - نو + ۵/۲۵ + (۳ + رو - ») 


شامل همه خط‌های راستی است که از نقطه برخورد دو خط راست مفروضص 
می‌گذرند. البته. به‌جز خط راست ه < ٩‏ - له + ۲2. ما خط راستی را 
می‌خواهيم که در ضمن. از نقطهٌ (۰ ,۲-) هم گذشته باشد. باید مختصات 
این نقطه در معادلهُ (۱) صدق کند: 


نت جح ووو چت ه جد ٩(‏ سس و لد ۴ )وود (۳ لد وت ۲ ) 


و بنابراین» معادله خط راست مورد نظرء با فرار دادن یط < 17 در معادله 


و ح< ۱۵ +4 ۴۷ - و۵ 


ب) ضریب زاويةٌ هر یک از خط‌های راست به معادلٌ (۱) پرابر 


۳ 3 ۱ ۳۳ ۲۲۲ 4 ۱ 

سس و ضریب زاویه خط راست مورد نظر ما برابر > است» پس 
۱ | لد ۲77 
۷ ۲ - |[ 


که با قرار دادن آن در معادلةٌ (۰)۱ معادل خط راست مورد نظر به دست 


و < ۴ 4 ۲۵ - :۲ 


۳ به سادگی می‌توان ثابت کرد؛ به‌ازای هر ۱ < ۶ نابرابری 


1۷/1 4 ۱ - ۰/7 > ۱/0 7 7-۱ (۱) 


۳۹۱ 


یک نابرابری اتحادی است. 

در واقم» اگر برای هریک از عبارت‌های سمت چپ و سمت راست 
نابرابری (۱)» مخرجی برابر واحد در نظر بگیریم و» سپس در هر طرف؛ 
صورت و مخرج را در مزدوج صورت ضرب کنیم» به این نابرابری می‌رسیم : 


۱ ۱ 
سس و و سس ورس سس وی 
او ۱ ۱ ۱/۵ + ۷/7 
و درستی این نابرابری روشن است. زیرا هریک از جمله‌های مخرج در سمت 
با توجه به نابرابری (۱)) می‌توان نوشت (به‌جای 7 در نابرابری (۱)) 
بهتر تیتا) عددهای ان ۷ و ۹ را قرار می‌دهیم) : 
۸ ۷/۲ 
۲ ده ۳۳ 
۴ - ۷/۵ > ۰/۵ - ۱/۶ 
۷-۶ > ۱/۷ - ۱/۸ 
۸ - ۷۹ > ۰۷/۹ - ۷/۱۰ 
و اگرء این نابرابری‌ها را با هم جمع کنیم» پس از ساده کردن؛ به دست 
۱ ۱ ۱ 
۱۷۷۹+ ۱۷/۵ ۷۱۸۱/۳۸ > ۷/۱۰ +۱۷/۸۰+ ۱۷۶+ ۰۷/۴ +۷۲ 
پاسخ. ۸ > 1. 


۲ « ۵ ,و ۱۰0٩+‏ < 0 رم ۱۰٩+‏ < ه 


۳۹ 


بنابراین» باید داشته باشیم : 
مد و دم +۵ چ ۲( + :۱) > (و + ۱۰) + (م + /۱) 


(مواظب باشید ۸ مخالف صفر است). اگر دو طرف برابری اخیر را به توان 
۲ پرسانیم» با توحه رد برابری ف سس 0 ِ 9 یه دست می‌آید : 


» > ( + )۱۰/6 + ۲۵ 
که ممکرن نیست. (مقذار مثبت؛ نمی‌تواند برابر ضفر باشد). 
اگر هر سه عدد  :«‏ و را؛ دو رقمی فرض کنیم؛ با همین روش» به 
تناقض می‌رسیم و ناممکن بودن جواب روشن می‌شود. 
بنابراین؛ یکی از دو عدد م و 4 و مثلاً 2 را؛ یک رفمی و دیگری را دو 


رقفمی فر ضص مي‌کنيم ؛ در این صورت ۲ هم عددی دو رقمی می شود ؛ باید 
داشته پاسیم : 


۲( +4 اهه۱) س "(و + ۲/هه۱) + (م + /۱۰) 
که از آن‌جا به دست می‌آید : 
۲ << ۱۰ + + :۵1 


برای این‌که» این برابری برقرار باشد باید م بر ۵ بخش‌پدیر باشد و چون 0 
عددی یک‌رقمی و مخالف صفر است. به دست می‌آید: ۵ < م. از برابری 


۵ < (4 - )(و + ) جد ۲ + 2 
می‌توان 4 و «را هم به دست آورد. داریم : 


۳۳ 


که تنها در حالت ۲۵ < ۲+ و ۱ < 4 ۲ به جواب می‌رسد: 
1 ال ۱۱ نتم 
آزمایش نشان می‌دهد که 
۳ - ۱۱۲۲ + ۱۵۲ 


پاسخ. ۵ < م ۱۲ < , ۱۳ < ۲و ۱ < . يا ۱۳۲ < « 
۱ ۲۲ 

۵ به ترتیب داریم : 

۹ ۱ اس ۷۳ + ۲۳۷) سس 

۶ فرض می‌کنيم دو خط راست مورد نظر ۸2 و ۷ باشند. اگر 


از تا عمودی بر ۸2 رسم کنیم؛ باید طول عمود برابر ۲ باشد. در مثلث 
فائم‌الزاویه 7 (شکل ۵۴) داریم : 


۱ 33:48 سس ۱ 
و ۳1 (۸ ٩10)‏ 


قائم‌الزاویه‌ای بسازید که وتر آن برابر ۴ و یک ضلع مجاور به زاویة قائمه در 
۳۹-1 ۱ بك ۳ 2 ۱ ۲۱ ۶ 
ان پرابر ۱ باشد؛ زاویه روبه‌روی به این ضلع » سینوسی برابر ۴ دارد. دنباله 


کار روشن است. 
تحقیق کنبد» مساله جند جواب دارد» درضمن؛ راه حل هندسی مساله 


را بیدا کنید» یعنی روشن کنید به یاری خط‌کش و برگار» چگونه می‌توان این 


۳۹۴ 


شکل ۵۴ 


۳۷ الفب) میداء مختصات را در نقطةٌ ۸ و محور 2 زا در امتداد 


شاج 2 از چهارضلعی غیر مشخص ()۸12 می‌گيريم و برای راس‌ها 
این مختصات را انتخاب می‌کنيم : 


اگر وسط ضلع‌های تاش بیل (1ز) و ۸( را به ترتیب درا 
و ۵ بنامیم» به شادگی. به دست فی ند 


۵ 
71 
ِا 
سل 
ره 


مس 


۶ ثَ جر , ۲ | ۸ 


68 | ۵ 


ره | 6 |4- 


<) | »س 


باید ثابت کنیم چهارضلعی (0/1/ ۸ متوازی‌الاضلاع است. برای رسیدن 
به این نتیجه» باید ثابت کنیم خط‌های راست "۸ و (). همچنین 
خط‌های راست 6۲" و ۸۳ موازی‌اند. برای اثبات موازی بودن دو 
خط راست» کافی است نشان دهیم» ضریب زاویه‌هایی برابر دارند. ضریب 
زاويةٌ هریک از خط‌های راستی را که از ضلع‌های چهارضلعی (۶1) 1 ۸ 


۳۹۵ 


می‌گذرند؛ پیدا می‌کنيم: 


نت 0 اور ار 7۲۷ 


تم - ۵ ده ود »و 


۲ ۲ 
6٩ 6 6‏ 
8 ۲ ۲ 
6 دج ۴ وی 
۲ ۲ 
تِ 
ِ ۲ 
0-0 6 0 ۷۹۱۸ 
۲ ۲ 
111 


د مج اون 7 ویر 9 برچ 7 ویو 

ب) محورهای مختصات را طوری در نظر می‌گيريم که مبداء مختصات 
بر راس 4 و محور 22 در جهت امتداد از ۸ به 13 در مستطیل ۸90 
باشد. مختصات راس‌های مستطیل به این صورت‌اند (شکل ۵۵) : 


۸4 


نیمساز زاویه ۸ با محور 22 زاویه‌ای برابر ۴۵ درجه می‌سازد و بتابراین؛ 
جون از مبداء مختصات می‌گذرد معادله‌ای به صو رت 2 << /1 دارد. 

ممساژ زاویة 4 با جهنت مت محور ۳ ژاویه ۱۳۵ درحه می‌سازد » 
بنابراین» این نیمساز» ضریب زاویه‌ای برایر ۱- دارد و از (ه ,)11 می‌گذرد ؛ 


۳۹۶ 


6۵ + ۲ - عد رز چ< ( س ۱)8- ع< ه - ۷ 


است. این دو نیمساز (نیمسازهای دو زاویة ۸ و ]) بر هم عمودند (زیرا؛ 
ضریب زاویه‌های آن‌ها. عکس قرینةٌ یکدیگرند) و در نقطه 3 ۳ 4 به 
هم می‌رسند. ۱ 

به همین ترتیب» ثابت می‌شود» ضلم‌های مجاور در چهارضلعی ]۲ ۸ 
بر هم عمودند» یعنی این جهارضلعی یک مستطیل است. مختصات راس‌های 
دیگر این چهار ضلعی هم به دست می‌آید : 


بسچ | ی | )س 


| جح |س 


می‌بينيم خط راست ۸6۳ موازی با محور 1/۳۷ و خط راست 73*1 موازی 
با محور 3 است و بناپراین بر هم عمودند و مستطیلی که دو قطر عمود بر 
هم داشته باشند مربم اشتنشا ‏ 
درضمن» اگر طول ضلم‌های چهار ضلعی "۸40 را به دست 
ا۵ - »| 


بياوريم» هریک از آن‌ها؛ برابر 7 خجواهند شیك: 


۳۹۷ 


۸ در آغاز یادآوری می‌کنیم که ۲۳ یعنی ۲/۳۱ که برابر ۲۳۲ می‌شود 
ی ۳ با ۲۱ وق فان 
بیرفرما» ریاضی‌دان فرانسوی که در سال‌های از ۱۶۰۱ تا ۱۶۶۵ میلادی 


زندگی می‌کرد» گمان می‌برد» به شرط این‌که 7 عدد درست و غیر منفی باشد؛ 
عل‌د 


7 ۳ بل 
عددی اول انینگا: در وافع هم 


۳۰ ۱+ ۲۱ 4۱ ۲۳ ,ار چد هد 10 
:۵ < ۱ + ۲۲۳ < ۸۱ چد ۱ < ۱ 

۷ 2 ۱ + ۲ < ۸۱ چ ۲ < « 

۷۰ -- ۱ + ۲ -< ۸ چد ۳ < ۲ 

۷ - ۱ +4 ۲۲ -< ۸۱ چت ۴ << 7 


عددهایی اول‌اند» یعنی هر کدام از آن‌ها به‌جز ۱ و خود عدد بر عدد دیگری 
ولی می‌توان نابت کرد که عدد ۱ ۷۳ س< م۸ ) یعی ۱ و اول 
۴ یعنی ۶۵۵۳۶ در تقسیم بر ۶۴۱ باقی‌مانده‌ای برابر ۱۵۴ پیدا 
فی کند. 
۴ +4 ۱۰۲ ۶ ۶۴۱ - ۶۵۵۳۶ < ۲۳ 
بنابراین» باقی‌ماندةٌ حاصل از تقسیم ۲۳۲ بر ۶۴۱ برابر باقی‌ماندهٌ حاصل از 


تقسیم ۲ صعنی ۰۲۳۷۱۶ بر ۶۴۱ خواهد بود: 
۳۳8 4 ۶۳۱ عت :۲۳۷۱۳ 


۳۹۸ 


و بنابراین» عدد ۱ + ۱۵۴۲ و درنتیجه» عدد ۱+ ۲۳۲ بر ۶۴۱ بخش‌پذیر 
است. به این ترئیب» گمان فرما؛ مبنی پر این‌که؛ برای عذدهای غیر منفی و 
درست 1 عدد ۱ + ش‌ عددی اول است؛ درست نیست؛ زیرا این عدده 
به‌ازای ۵ < 7 بر ۶۴۱ بخش پذیر اسستا: 

٩‏ اگر فرض کنیم ] < ۱ +۰۲۲۰ باید عبارت ۸ را بر حسب توان‌های 


نزولی * منظم کنیم. 2 را برحسب 8 محاسبه می‌کنیم : 
۱ 
سای تفه چات 1 +2 


در نتیجه داریم: 


۳ ۲ ۱ ۳ ۱ ۳ 
۱ وت ۳۹ ۱ ۳۹ ۲ 


۳ ۱ 
:(۱ +۴۸ - ۶۸+ ۲ - )اجب < 
,(۱ - ۳۸ + ۳۸۲ - 10 (۱ - ۳ 2 


۱ ۱ ۱ 
۲ 1 ۳ ۲ ۱ 


بنابراین؛ برای عبارت ۸ به دست می‌آید : 


(۱ ند و۳ یل ۳۶ ند ۳0۳ات ( اب ۴۸ عد ۲عس ولتت | بج ۵ 
۱ 4 (۱- )۵ - (۱ +4 ۲۸ - ) + 
4 و ۱ لد #۲ ال ند 


۸ <- )۲:+۱(۲-۷)۲۸: + ۱(۲ +۱۶)۲۸:+۱(۲- ۲۰۲: +۱۲۱ 


۳۹۹ 


محور و مرکز تقارن 

۰ ۱) در مثلث متساوی‌الساقین» ارتفاع وارد از راس بین دو ساق بر 
قاعده» محور تقارن مثلث است؛ شکل مرکز تقارن ندارد. 

‌ً( مثلث متساوی‌الاضلاع سه محور تقارن دارد (هریک از سه ارتفاع) 
ولی مرکز تقارن ندارند. 

۳) خط راستی که در نقطةٌ وسط باره‌خط راست ۸ بر ۸1۶ عمود 
باشد» محور تقارن» و نقطهٌ وسط باره‌خط راست ۰۸ مرکز تقارن آن است. 
امتداد باره‌خط راست را هم می‌توان محور تقارنی از آن دانست. 

۲) برای یک خط راست؛ هر خط راست دیگری که بر آن عمود باشد؛ 
محور تقارن آن و هر نقطه واقع بر خط راست» مرکز تقارن آن است. در 
خط راست؛ خود خط راست را هم می‌توان محور تقارنی از آن دانست زیرا 
تعریف محور تقارن دربارهٌ آن صدق می‌کند. 

۵) نیم‌خط راست. تنها یک محور تقارن دارد: خودش؛ محور تقارن 
دیگری ندارد؛ مرکز تقارن هم ندارد. 

۶) مثلث فائم‌الزاویه؛ مرکز تقارن ندارد (زیرا» هیچ گونه‌ای از مثلث دارأی 
مرکز تقارن نیست) و تنها در حالت متساوی‌السافین بودن» دارای یک محور 
تقارن است (ارتفاع وارد بر وتر). 

۷) مستطیل» دو محور تقارن دارد: خط‌های راستی که از وسط ضلم‌های 
راهان می‌گذرد. نقطه برخورد این دو محور تقارن (که بر نقطه برخورد قطرهای 
مستطیل منطبق است) مرکز تقارن مستطیل است. 

۸ لوزی دو محور تقارن (قطرها) و یک مرکز تقارن (نقطهٌ برخورد 
قطرها) دارد. 

۹( مرب چهار محور تقارن (دو قطر و دو خط راستی که وسط ضلع‌های 
روبه‌رو را به هم وصل می‌کنند) و یک مرکز تقارن (نقطهٌ برخورد قطرها) دارد. 


و ۵ ۳ 


۰ ذوزنقهٌ متساوی‌الساقین مرکز تقارن در حالت کلی ندارد؛ ولی خط 
راستی که از نقطه‌های وسط دو فاعده می‌گذرد» محور تقارن آن است. 

۱ دایره یک مرکز تقارن (مرکز دایره) و بی‌نهایت محور تقارن (امتداد 
هریک از قطرها) دارد. 

۲) شانه ۰00 دو محور تقارن و یک مرکز تقارن (نقطه ۸) دارد 
(شکل ۵۶). 

0 1 را نقطه‌ای از شکل می‌گيريم و قرينة آن را نسبت به یکی از 
محورهای تقارن» ۸1۱ می‌نامیم. پس ۸1۱ نقطه‌ای از شکل است. اکنون 
قريتهُ 1۷۱ را نسبت به محور نقارن دوم ۸1۲ می‌نامیم؛ ولی ۷۲ (که متعلق 
به شکل است) قرینة ۸1 نسبت به نقطهٌ برخورد محورهای تقارن است یعنی 
نقطه برخورد محورهای تقارن (اگر بر هم عمود باشند) مرکز تقارن شکل 
1 

عکس این حکم هميشه درست نیست. مثلاً متوازی‌الاضلاع دارای یک 
مرکز تقارن است (نقطه برخورد قطرها) ولی هیچ محور تقارنی از اين مرکز 
تقارن نمی‌گذرد. 

البته» اگر شکلی دارای یک مرکز تقارن باشد و بدانيم یک محور تقارن 
از اين نقطه می‌گذرد؛ آن وقت» شکل مفروض» محور تقارن دیگری هم دارد 
که از مرکز تقارن می‌گذرد و بر محور تقارن اول عمود است. 

۲ !) معادلةٌ محور تقارن را » < # فرض می‌کنيم و معادلهٌ تاز؛ 


۳ 


منحنی را؛ وقتی مبداء مختصات به نقطةٌ (۰ ,0)) منتقل شود» پیدا می‌کنيم : 
۱ (۰ + )+ (ه +) ع ۷ جد (ن < ۷ ,ه + ۲ < ») 
که بعد از باز کردن رانتزها» به این صورت درمی‌آید : 
0۵۱+ ۵0۲ +۲۵+۱(2) + 2۳ < ل 


باید » را طوری بیدا کرد که» اپن معادله» نسبت به 2 زوج باشد. یعتی با 
تبدیل ۸ به 2- تغییر نکند. برای این منظور؛ باید ضریب ۶ برایر صفر 


شود:  »‏ ۱ + ۲۵ یا 3 < ۵. 


فیط رابیت ٍِ- < ۰7 که با محور عرض موازی است. محور تقارن 
منحنی معادله مفروض است. 

۲( پاسخ. » < 2 (محور با")؛ ۳) ۰ << »؛ 

۲ معادله را می‌توان این‌طور نوشت : 


۱ ۲ < ۲۱ +ه| + (۲ + 2) < ۷ 


که در آن ۲ 4 -< ر. معادلهٌ ۱2۱+ 26۲ << لو نموداری دارد که نسبت 
به محور ۷" متقارن است» زیرا با تبدیل 2 به - تغییر نمی‌کند. معادله 
محور تقارن » < 2 یا ه < ۲ + 2 پا ۲- < 7 است؛ معادلة مفروض» 
محور تقارنی موازی محور ۷ به معادلة ۲- < ۶ دارد. 

۳ ۱) هر نقطه واقع بر خط راست را می‌توان مرکز تقارن آن به حساب 
آورد. 

۲) معادلهٌ ۳2+ "2 << ل با تبدیل 2 به 2- و لا به لا تغییر نمی‌کند» 
بنابراین» مبداء مختصات مرکز تقارن آن است. 


۳۲ 


۳) اگر فرض کنیم ۱  -‏ < 1 معادلٌ منحنی به صورت 2۳ < ۲ 
درمی‌آید که نقطهٌ به طول ۰ < 7 و عرض ۰ <- ۲ مرکز تقارن آن است. 
از برابری * اعد ۲.به دست مر‌آید ۱ ع< #. 

پاسخ. مرکز تقارن منحنی» در نقطةٌ (۱ ,)ان است. 

۴) معادلةٌ منحنی را می‌توان به این صورت نوشت: 


۵ :۱ بت ۷ تون 
اگر مرکز تقارن منحنی را» در نقطهُ (0 ,)نا فرض کنیم معادلهٌ تازه منحنی» 
بعل أز انتقال محورهای مختصات به نحوی که میلاء نازه در نقطه نبا باشد 
چنین می‌شود : 
> ۱ - (ه + ۲۲2۲ - (8 + )(ه + 2۲) 
ه < (۱ - ,۲۵ - ۵/۵) + ۲ 41 ۲(2۸ - ۵) + 26۲ 


باتفا کر ی ۷ لس افیا الیل لزید زین 3ب لس 
رای ین ماو ابا یبای 2۳ و ار من رل 


پاسیح. نقطه (۲ ,۰ )ب مرکز تقارن نمودار معادله است. 

۵( پاسسح. نمقطه 2 -) لا » 

۶ اگر محورهای مختصات را» موازی با خود» جابه‌جا کنیم تا مبداء تازه 
در نقطه ( 2 ,۵ انا فرار کت وب معادله نمودار » در دستگاه نازه » سس می‌شود ۰ 


(0 - اه + /ه) + ۲۵2 + ۳۵/۲) + ۱(2۲ +/۳۵) + 2۳ < ۲ 


۳۳ 


برای این‌که؛ اين معادله» با تبدیل ۸ به ۶ و ۷ به ۲ تغییر نکند» باید 
ضریب‌های جمله‌های با توان زوج 6 یعنی ۱ + ,۳۵ و (8 - اه + 0۳) 


۱ 
ات م < ۱ + ۳۵ | 
سب ۸ » عد 0 د آیی د یج 


۱ ۳ ۳ 
اه 
۲ . ععادله مفروض را می‌توان به این صورت نوشت: 


(*) ۳۱-۲ - | + (2-۳) < ز 


این معادله با فرض 1 < ۲ - 2 به صورت ۲ - |26| + 26۲ < ن 
درمی‌آید که» نسبت به 6 زوج است» یعنی با تبدیل 26 به 6 تغییر 
نمی‌کند. بنابراین» ۰ <- 2 یا ۳ <- 2 محور تقارن نمودار معادلة (*) است. 

برای رسم نمودار معادله (*)۰ کافی است بخشی از نمودار را که در 
نیم‌صفحهٌ ۳ < 7 قرار دارد» رسم کنیم و. سپس قرینهٌ آن را نسبت به خط 
راست ۳ < « به دست آوریم. 


۴ 4 ۵2 - ود زا 


درمی‌آید. که» نمودار آن» در نقطه (۲۵ ۲۸ ,۵ ۲۸) به پایین‌ترین نقطهٌ خود 
می‌رسد و در نقطه (۲-_ :۳( حط راست ۲ 7 7 را فطع می‌کند. نمودار 
معادله ( *) در شکل ۷ داده شده است. 

یادداشت. با توجه به حل مسالهٌ ۰۴۴ می‌توان نتیجه گرفت: 


۳۴ 


اگر معادله یک نمودار» نسبت به 2 زوج باشد (یعنی 1/۳1 محور تقارن 
نمودار آن باشد) آن وقت اکر در این معادله ب ب را نب بات 1 تبدیل کنیم؛ 
به معادلة تازه‌ای می‌رسیم که خط راست 6 < ۰5 محور تقارن آن نمودار 
افتتگا: 


8 آگیر ون مین 
۱ ااا -ه - ۱۲ ۲۱-۳۲۱۶ + | 
فرض کنیم ۶ < ۱ - ت و ۲ < ۲ + ( به معادلةً 
0 ۱۲-۱۷ > ۲ - |۶۲ 


می‌رسیم که اگر هز ان4 ۸ زابه ریا ۲ را به لت و یا ذر یکت زمان 
۶ را به *- و 1رابه - تبدیل کنیم؛ تغییر نمی‌کند؛ بنابراین خط‌های 
داست 8 یی بت ۲۳ محورهای تقارن و نقطه با مختصات (۰ ,ه) مرکز 
تقارن نمودار معادله (۲) در دستگاه 2۸0۲ است. چون ۱ - ه << زر 
و4 ۲ تزا فت: اع بنابراین خط‌های راست ۱ <- 7 و ۲- <- ( محورهای 
تقارن و نَقطهٌ با مختصات (۳-,۱) مرکز تقارن نموذار معادلة (۱) است. 


۵ و ۳ 


به این ترتیب» کافی است یک چهارم نمودار معادلهُ (۱) را؛ برای ۱ < 2 
و ۲- < [ رسم کنیم و» سپس با پیدا کردن قرینه‌های آن» نسبت به دو 
خط راست ۱ < 7 و ۲- << ( و نقَطهٌُ (۲--,۱)) تمام نمودار را په دست 
آوریم. 

معادلهٌ (۱)) برای ۱ < 2 و ۲- < ۷ به این صورت درمی‌آید: 


(۳( ۳-۵۱ ع |۱ -* لا 


معادلهٌ (۳) را می‌توان (برای همه مقدارهای 2 و ۷) این طور نوشت 


5 سس دز 
جح ای ۳)عد عت [ سس 

که معرف دو خط راست‌اند (یکی موازی نیمساز ربع اول و دیگری موازی 

که برای آن‌ها؛ داشته باشیم : ۱ < 7 و ۲- < با. در شکل ۸- اف 

نمودار دو خط راست به طور کامل» و در شکل ۸ب همین نمودار؛ با 


۶و۳ 


در نظر گرفتن شرط‌های ۱ < 2 و ۲- < ۷ رسم شده است. اکنون باید 
فرینه‌های شکل ۵۸-ب را نسبت به دو خط راست ۱ << 7 و ۲- < پا و 
نسبت به نقطهُ (۲-,۱) به دست آوریم تا نمودار معادله (۱) به دیبت. آباك: 


این نمودار را در شکل ۵٩۱‏ می‌بینید. 


عبارت‌های گویا و عبارت‌های گنگ 


۶ در آغاز پیدایش مفهوم کسر (که می‌توان نمونه‌هایی از آن را در 
«باپیروس‌های» مصری و کتیبه‌های باقی مانده در سرزمین «میان دو رود» پیدا 
کرد) ؛ تنها از کسرهایی استفاده می‌کردند که صورتی برابر واحد داشته باشند: 
یک دوم (نصف)» یک سوم (ثلث)) یک چهارم (ربع) و غیره. و برای کسر 


۲ ۱ ۳ ۱ 
می‌گفتند : یک سوم و یک سوم و برای کسر ج- می‌گفتند : یک پانزدهم 


۴ ۱ ۱ 
و یک پنجم زیرا م5 < م ۲ ۰16 


۳۷ 


۱ ۵ 
۳ .۰ ۲ ۳ 
۱ ۵ 
بتایرایره ت لا ح< <-, 
براین ۳ ۳ ۲ ۳ ۶ 
۷ ۱ 
از >> بزرگتر است 
۳ ۱ ۷ 
۸ ۲ ۸ 
۳ ۱ 
م از چ بزرگتر است 
٩ ٩‏ 
۸ ۴ ۸ 


۱ ۱ ۱ ۷ 
بنابراین پر ۲ ۲ ۳ ۲ 7 1 
ره ۵ ۱( 3 و ۰6 هر عددی نمی توانند باشند. باید محرح کسرها 


مخالف صفر باشد. دامنه متغیر ها با این شرط‌ها معین می شود : 


ه و 6 ره و ره عون + و 


۱ 606-4 
اتف ی 


۲) پاستخ. (ه ه د زا ره ۰ عو 1 + 2 ). 

۴ خر وزاب طور باگ میهد یی #یسسان 
در هم ضرب می‌کنيم : 

_ (0۵+9+ 6( -ه) _ اه _ 8 0-9 


(0۳ +04 - ۵)( + 6) اجه ود ام 9+ه 


۳۳ 
ات تا 


0 - [ تفه ظ-ه _ 
دوه - آم 0+۷ ۲ دوه - 6 00 
(0 - ۲۵۵)6 
(0ظ دوه آه)(ط + ع) 
_ ۷+ 0+ (اجه) _ اه اه 
(0 - ۵+۱()۵).. وم 0۰۷0 
("۵ +د وه - ۲/6 
(۵ - ۵()6 + ») 5 


1 


اکنون اگر تمامی عبارت را ۸ بنامیم: 
_ (00+0< ۲0 , ۱ (0 - )۲۵۵ - -۳ ۳ 
(۵ - 0()۵ +6 (و دوه ۵۲( + ه) 
۴۵9 
»سکس - 
۱ "(9 + »6) 


توجه کنید "و + وه - 0 به‌ازای همه مقدارهای حقیقی ۵ و وا با شرط 


۳۵۲ ۱۲ ۱ ۱ 
سب ( مت اجه - اه 


و اين مقدار» تنها برای جع » و » <> 0 یعنی ۰ < 0 < م۰ برابر صفر 
می‌شود که با شرط ۵ ع< 6 سازگار نیست. 

به همین مناسبت» شرط وجود جواب را بدون توجه به "9 +60 - آه 
و ها با توج به »0 + وه موق - و نوشته‌يم. 

۳ برای کسر مرکب پاید داشته باشیم : 


۱ 
و و وت و زره کد ۱۱ 
2 


در این صورت» کسر مرکب» چنین می‌شود: 
۱ +۰ ۵ 4 2+۱۰ ۰ (۱ + م«)(۱ + 7) 
 . . . + 2(‏ (م + 0 
کسر دوم که مخرح آن؛ حاصل ضرب دو عامل ۲۰۱ و ۱ +۲۵ است 
شرط ۱- # 77 راء به شرط‌های ما اضافه می‌کند. 

پاسخ. (ه و ( ۱- و 0 ۱- و و و- و ۳). 

۵) پاسخ. » (با شرط‌های ۰ < ن و ۱ < (). 

۶ پاسخ. ۱ (با شرط‌های 1٩‏ ع< 2 و ۳- ع« »). 

۸ وقتی بخواهیم برابری دو جندجمله‌ای» برای همه مقدارهای 2 
برقرار باشد» به این معناست که باید؛ برابری» نسبت به ۰2 یک اتحاد باشد؛ 
یعنی ضریب‌های جمله‌های متشابه در دو طرف برابری» با هم برابر باشند. 

۱) اگر عمل ضرب برانتزها را» در سمت راست برابری انجام دهیم؛ 
عبارت سمت راست برابری» به این صورت درمی‌آید : 

(۲۵ - 6) + (۲۵ -ع) + ۲(۲ -0) + 2 
ضریب "7 در دو طرف برابری» یکی است. برای اتحاد بودن برابری باید 
ضریب‌های ۰2۲ ضریب‌های ‏ و مقدارهای ثابت» در دو طرف برابری» یکی 
باشتل : 
۳ساح ۲6 ۱,6 < ۲6 ۳,6 < ۲ - ن 
گه از آن‌جا به کستت اف ایلا: ۱۵ جع ۵ ٩:‏ ع 6 
۲ پاسخ. ۴ 0 ۲۲ دا اد عد ون 
۳ برایر » و ۱ و ۲ نمی‌تواند باشد. با توجه به این شرط‌ها؛ کسرهای 


٩+ ۲۵ + 6(« + ۵‏ ۳۵۸) - اه( +04  )04‏ ع 1 ۳ 
(۲ - ۱()2 - :)2 سس ات و ود 


۳۱۵ 


چون مخرج کسرها در دو طرف برابری» یکی هستند. باید صورت کسرها؛ 
در دو طرف برابری؛ با هم متحد باشند» یعنی داشته باشیم : 


۱ < ۲۵ + (6 ۲۵4 +۳۵۸4) - ۲ن(0 +0 + 6) 
که از آن‌جا؛ به این دستگاه می‌رسیم : 


۳۵٩+ ۲۵4 << ۲۵ < ۱‏ مه ع<ع 64+ » 
باس و وس ما او( ۱ 
یا اس مب سا سس کی تاج آیا ط ۱- 2 :2). 
۳ ۳ ۳ من 
۵) پاسخ. اب < 6 ۱ << < و (با شرط ۱ *< 2 و ۲- عو 2). 
۳ ۷ ۱ ۱ 
۶ پاسخ چ ۵ اه پ 6 و (۱- و عاو ۲ ۶ 2): 
۹ ) پاسخ. 0 - ۱/۷ اعد 2 (۱ + ۷/)- << 1۲. 
۲) با شرط ۱ *< 3 دو طرف برابری را در ۱ -- 2 ضرب می‌کنیم» بعد 


از ساده کردن» به این معادله می‌رسیم : 
۲ ۱ و رنه سم کسیر ال 


ولی ۱ < 2 با شرط ۱ *< 2 سازگار نیست. تنها ريشة معادله ۲ < 7 است. 
۳ با قرط وب ۱- ع و و  -۲‏ ز2ی معادله را از مخرج‌ها 


۱ )+( 


۱ <- * در این معادله صدی می‌کند (جمع جبری ضریب‌ها؛ برابر صفر است) 
و این به معنای آن است که سمت جچب معادله (*) قابل تجزیه است؛ به 


۳۱ 


نحوی که یکی از عامل‌های آن؛ برابر ۱ - 2 می‌شود. اگر عبارت درجه سوم 
سمت چپ معادله را بر ۱ - 7 تقسیم کنیم» عبارت خارج قسمت؛ برابر 


۴ + ۲۸۵ د آبو۷ 


می‌شود و بنابراین» معادلهٌ درجه سوم (*) به صورت 


) - ۱()۷۵۲ + ۲۸۵ + ۲۴( < ۰ 


درمی‌آید که قابل حل است. 


۳/۷ 
پاسخ. زی ۳ تا ها از 


۴) دامنة متغیر؛ مجموعه همه عددهای حقیقی است» زیرا هر سه مخرج؛ 
به‌ازای همه مقدارهای حفیقی ۰4 مقداری مثبت‌اند : 

۲ ۱ کم سب ۳ ۱ ب ۲ 

۶ + (۱ - 2) عد ۳۳ + ۲۵ تچ زا (۱- ) د ۲+ ۲۷۵ - و 

: ۳ ) - ۱( ۳ 


برای حل معادله» فرض می‌کنيم: [ < ۲ + ۲ - ۲؛ معادله به صورت 


۱ ۱ 


۲+ ۷+۲۱ ۱ 
درمی آید و پس از آزاد کردن از مخرج‌ها؛ جنین می‌شود : 
۲ ۲- < را چ- هم بد ۲ + ۴ + ۷ 


هر دو ريشه ۰۷ عددهای منفی‌اند» در حالی که ۲ + ۲۲ - ۲ << را باید 
متبت باسكد. 


پاسخ. این معادله» ريشة حقیقی ندارد. 


۳۹ 


۵ پیش از حل این تمرین» به نکته‌ای اشاره می‌کنيم که اغلب» می‌تواند 
در حل پرخی از معادله‌ها» سودمند باشد. 

دوجمله‌ای‌های ۳ + ۲ و ۵ + 2 را (که ضریب متغیر در آن‌ها با هم 
برابر است) در نظر بگیرید. اگر میانگین حسابی (یعنی نصف مجموع آن‌ها) 
را 1 بنامیم : 


0 )7 + ۳( + )2 + ۵( 


۳ - رز حد بو جچت ۴ 4 بو < ۳ 


آن‌وقت دو عبارت ۲ - 2 و ۵ + ۰7 به صورت دو عبارت مزدوج ۱ - ۷ و 
۱ ِ ۷ درمی‌ایند. 
وقتی تعداد دوجمله‌ای‌ها» بیشتر از ۲ باشد» برای رسیدن به این هدف؛ 


باید تفاوت هر دو عبارت پشت سر هم مقداری ثابت باشد. دوجمله‌ای‌های 
۵ لا نز ,۷ ۲ 27 ,۲ سل را سب لز 


را در نظر بگیرید. تفاوت هر دو عبارت پشت سر هم برابر است با ۳. 
اکنون؛ اگر یک‌چهارم مجموع آن‌ها را (که میانگین حسابی این چهار عبارت 


نامیده می‌شود)» ‏ بنامیم : 
۸ هچ بت ی ی ارگ رد هی 


۲ / ۳ ی 


1 
یعنی > زد 2 آن وفت عبارت‌های ما به صورت 


۹ ۳ ۳ ۹ 


۲ لاب ۳ لاد اون لا 


در می‌آیند که دو به دو دس یکدیگرند. 
ره حل معادله می‌بردازیم. 


۳۱۳ 


تفاوت هر دو عبارت پشت سر هم در مخرج‌ها» مقداری ثابت (و برابر 
۱( امش روی هم ۵ کسر داریم. یک‌پنجم مجموع مخرج‌ها را لو می‌نامیم. 


_ 2+ 2 +۱ + )2 4۲+ )0+۳(+ )2 +۲۳ 


۲ - بو س ۸ 


یعنی ۲ - 1 < 7؛ به‌ازای این مقدار ۰2 معادله مفروض؛ به صورت 


نس بل بل باس با 
۲+رن ۷+۱ 1-۱ 0-۲ 


که در آن؛ اگر کسر وسط را ندیده بگیریم بقیةٌ مخرج‌ها» دو به دو» مزدوج 


 # ۱ ۱ 1۷‏ ۳۳ ۲ 
سای لا سل رای بل #۲ 


(۵- ۲۷۲ _ ۲9 ر ۲۷ 
 ) -۱()۲ - ۴(‏ 9-۴ ۱- نا 


بتابراین» باید این معادله را حل کنیم: 
۳ ۱ نب 
» < (۷۲-۱()۲-۴)+(۲۲-۵)؟ 2 
که اگر "۷ < / بگبریم به معادله 
هم < (۴ - )(۱- ) + (۵ - ۲۸)۲۶ 
می‌رسیم که جر به معادله در سحه ۳ زیر » بر <خسسا 1 می‌شود : 


۱۵ + ۴۵ 
۱ 


مه اجب ۴ ۱ :۵ 


۳۱۴ 


هر دو عددی که برای # بدست آمده» مثبت است» پس 


۱۵ + ۵ ۳ 


۵ ۷ + ۱۵ 
و چد سس | 


2 و۱ 


معادله اصلی؛ صفر نمی‌کنند. 
۳( 9 <- 7 در معادله صدق نمی‌کند» س ه ی اگر صورت و 
مخرح هر یک از دو کسر را بر 2 تقسیم کنیم» به دست می‌آید: 


1 
< + ۳2 را لا می‌گيريم : 


۸۵۰ + ۲۱ ای ِ 
5 1 ۲ ۵ ۵ 71 /1 


این معادله در حه دوم دو ریسه دارد : :سح ۰ و ۱۶ 2 ۰.1/۲ در شحه 
۱ ۲ ۲ 
۵ تسد ۲ 1 2 - ۲ چجت ۵ < - له ۳۵۵ 
سل 


۲ 
هم - ۲ ٩4‏ ۱۶ - ۳۲ جت ۱۶ - - + ۳ 
بر 4 


۲ ۸ + ۸ 
پاسسخ. 13 ۳ ۷ 3 3۳ ح ۳,۲ 
۷ بیش از حل معادله» با تعریف عبارت‌های متجانس (یا همگن) آشنا 
۳ 


۳۹۵ 


تعریف. یک چندجمله‌ای شامل چند مجهول را؛ همگن گویند» وقتی 
که همه جمله‌های آن؛ لسبت به این مجهول‌ها؛ از یک درجه باشند. مثلك 
عبارت 
۵ ۳:1 سب "۷2 


نسبت به 7 و و یا عبارت 
۷/2 سب ۳0/2 لد ۴2 


سبت به 1 و لا و 2 همگن‌اند زیرا در اولی» همه جمله‌ها (نسبت به 5 و 
از دز تقوم و» در عبارت 9 همه جمله‌ها (نسبت به 2 و و و 2) از 
درجه سوم‌اند. 

وقتی با معادله‌ای که نسبت به دو مجهول خود همگن است؛ سروکار 
داشته باشیم؛ اگر از جواب بی‌معنی (0,۰) صرف نظر کنیم» با تقسیم دو 
طرف معادله پر ضرب دو مجهول. می‌توان به معادله درجه دومی رسید و از 
آن‌جا نسبت دو مجهول را پیدا کرد. فرض کنید داشته باشیم : 


() ه < آرا۵ - ۳۵0 - ۲ ۲۵۲ 


که معادله‌ايی است درحه دوم و همگن؛ سست به 1 و ۰ اگر دو طرف معادله 


۵1 ۳ 
بت تست بت ٩‏ نت مس 
۷ ِا 


که با فرض ۶ << 7 معا درجه دوم 


۳ ۸ 
هم ات م۵ مت ۳۲۲ (((۲ جح و اد سب ب ۲ ۱7۲۸ 
111 


۳۱۶ 


1 1 ۱ 2 ی ۲ این 1 
به دست می‌اید. ریشه‌های این معادله - ۶۳ ات ی 
ها 2 
( ۷ ) س اج سس پا اس تحت 
۲ / 


رتیه فر ت۹3[ *) فرض کنیم 27 < را که در این صورت؛ به 
۲ سب ۳ + و۵ چ ه < م۵ (۳2)0۵ - ۲۵۲ 


, 9 ۲ 
از ان‌جا به دست می‌امد: ۱- <- ۲ و ح ۲ : یعنی 


/ ۱ 
۸ 4 د 1 


که همان جواب‌های (**) است. 


هی دویسیم : 


۲ ۲ ۱ 
7۳ ۱ ۱ ۲ -- در / 
_ ۲ وی | .۱ که ۷ ۲ حاد قز _ 1 
٩ 2 --‏ ۱ + 2 | ات 2 - 0 
که اگر + - با بو 2 7 < ۷ بگیریم» به معادلهٌ درجه دوم و همگن 
ریر» سبت به ۷ و نا می‌رسیم : 


و ح< ۱۲ مد ۴۴ مر ۵ 


فر ضص می‌کنیم ۷ 2 لاه سرانجام ره این معادله در سحه دوم » سبت به ۰17 
هی رسیم . 
۳1 


سس ,۲ < «« چ ه < ۴۴ - ۱۲7۰ + ۵7 


۳۷ 


1 ۱ ۲ ۱ 
7 یعنی ۳ ضمن 1 و (1 بر حست ت معلوم‌اند. برای ۲ ۲ داریم 


7 +۲۱ ۶-0 


7+ - مر ۷6۳ +۱ 


از آن‌جا سسسشت ‏ و سل ع بنن. 


» - ۲ ۹4+ او چد ۲ << 


به‌ازای ۳ < 417 جوابی حقیقی برای 2 به دست نمی‌آید (آزمایش 
کنید!): 

7 تمه وی یی نی جو ماه ام ۳ بای مسيیر و 
دیگری مجذور - < است. مجموع سمت چپ برابری را؛ به مجذور یک 
دوجمله‌ای تبدیل رکنم 


۲ ۱ ۲ 1 ۱ 1 
۹ ۲ / ۱ 3 
_ 1 ۳ 1 ۳ یو ۲ 
۱ بت »و ۱ -- ی | -- بل ۱ - ۳ 


۲ ۳ ۳ ۱ ۳ ۱ 
: و زا بر با 
سا ۲ [ | مت ۳۲ ست 2 ] << 
۱ - ۳ رم | - 2 ت ۱ 


اکنون اگر فرض کنیم ست- < را» معادلهٌ مفروض به صورت 


۱" - ۲۷-۸ < » 


درمی‌آید که دو ريشه دارد: ۴ - 1/۱ ۲- < #۲. بنابراین» ریشه‌های معادله 


مفروض » مجموعه ریشه‌های دو معادله زیر هستند : 


۱ -- بل سس 
پاسح. ۲ جح و ۱/۳ م۵ ۱-۳ 2 ۳ 


۳۱۸ 


)٩‏ با استفاده از اتحاد ۴۵8 + ۲( -۵) < ۲( + 6)؛ عبارت سمت 


چپ برابری را تبدیل می‌کنیم : 
» < ( ۹2۲ - ۱۲/۱ - ۳۶2۲+ (۱-۹2۲) 
عبارت سمت چپ برابری اخیر» مجذور یک دوجمله‌ای است: 
م ۱ - و۶ 4 ٩۵:۲‏ چ ه < ۶۲ - (۹2۳ -۱)] 


پاستخ. معادله چهار ريشه دارد که دو به دو با هم پرابرند. 


۳۸ 0 


سس ان ۳ ۱ 


۰ ندجمله‌ای زیر را» که نسبت به توان‌های نزولی 1 منظم ده 


است در نظر می‌گیریم : 
0 د عم د... د 0 + ون 
روشن است. اگر ۱ < 7 فرض کنیم؛ به دست می‌آید: 
1 + د... باب ع<ل دی ...+۲ ۳و0 + و چ ۱ < » 


یعنی » با فرض ۱ < :2 مجموع جبری ضریب‌های عددی به دست می‌آید. 
به همین ترتیب» اگر در جندجمله‌ای 


۱۱-۱ + ۴۵ - ۳2 + ۱۵-۷ < ۸ 
فرار دهیم : ۱ کی ۱ زاو پهخب‌ها سران: 


۷ - | - ۱۱ .بل ۴ - ۳ +4 ۷ - ۱۵ ج ور. خت۲(۱ لزج۱ ) 


به این ترتیب؛ اگر بخواهیم؛ مجموع جبری ضریب‌های عددی یک چندجمله‌ای 
را به دست آوریم؛ کافی است؛ به جای متغیرهای آن؛ عدد ۱ را فرار دهیم. 


*۲(۲ - ۴ - ۵) + (۲۵ - ۱۳+ ۱۴) < ۲ چ- ۱ < 2 
۲) پاسخ. ۳۱. 


 < ۲۵ + ۱ )۱ ۵۱‏ می‌گيريم؛ در اين صورت (۱ - )3 < ده 

۱ 1 ۱ ۴ ۱ 1 

تفت ۱ - ۱-0 ۲۵ 1 تب ست.] 9 ۲.: میت ۱ ات 10 اعت | ۳( ست 
(۱- ]۰+ 6-۱ (۱- ]4-۱۶ 


۱ ۱ 
۱۱۲-۱ +۷ < ) -۱( - ۳) -۱( + ۵) -۱( - 
-)۷ -۱( +۷ < )۷ - ۲۷ +-۱( - ۳) - ۳/۲ + ۳۷ -۱( + 
+۵) - ۲+ ۱( - ) -۱( +۷ 


۱۷ 4 ۲۳ - ۲*۷ ۷ 7 نت 
۷ ۱ + ۲۴/۲ )۱ ۲۰۲ ۲( د ۷)۲۸ - ")۱ + ۲۵ ) 


نی 


اه ی ها ۳۵ ِ- 
۲) پاسخ. 7 - (۱ + 7)۲2 + (7)۲2+۱- (۱ + ۲) 
, ۲ ۱ ۷ ۳ ۳۹ تپ" بت عس دا 

۳) پاسغ. ۷+ (۱ + ۳)۲2 - (۱+ ۲8) < ب). 

۲ ) مخرح کسر بعد از تجزیه به صورت 


۸ 


(2 + ۱()۵ + 2) 
درمی‌آید که باید مخالف صفر باشد. 


و ۲ ۳ 


3۳ 3 
7 تجگ و ۶ 2 + رو)؛ 
(ه و ه و 4۱ و د) ؛ 


۲) پاسخ. 5 ۷ج 
۳ مخرج کسر تجزیه می‌شود: 
(۱ + )۱+ ه) <(۱+دو) +4 (۱+ )وا ۱ دود وود آ یو 
و ۱ + ۰2۲ به‌ازای هر عدد حقیقی 2 مثت است. 
پاست. 0 


۱+ ۱()۵۰۲ + ) 
۲ پاستم. ۳ 2 (0 و ه و 0- ال 
:5 اتف 
۵ سم لا دایب وی هه دوع و 


ع + عد ه) ؛ 
۶( برای صورت کسر داریم : 


۱/)۲2 + ۱(۲ ۸2 < ۱/)۲ - ۱(۲ < |۲۸ - ۱۱ 


و برای مخرج کسر 


۱ 
مه سم سای 
روشن است که 9 و با حاصل عسبارت؛ جنین می‌شود : 


و | - ۲۵ 
# چا - تیر :۲2-۱۱ 


۲ چت‎ ٩ 


۱ ۱ ۱ 
این کسر وقتی معنی دارد که داشته باشیم مج ع 2. حاصل عبارت را (که ۸ 
می‌نامیم) در دو حالت بیدا می‌کنيم : 


۱ 
۵ اب > :و 


۳۳9 


۱ ۱ 
2 < ۸ ج م < » 


دامنه متفیر ۰ << 2 و 7 و 2 است؟ 
۷ پاسخ. و - ۰(2۲ < )؛ 
۸ روشن است که » < ۰2 ۰ < ( و 2 2. داریم 
۳7 ( + ۷( ۷/2 _ ۱۲۳۲ 
۱ ۷۶-0 ۲ ۷2-۰۷0 
اد ات ۷۳-1 _ ۰2-4۳ 
و - 2 
۳ 
لا + ۷/3 

پاستخ. لا (۰ <2 2 »۰ < ل و 2۴ :2). 

۹( برای این که بدانيی متغیر 7 چه مقدارهایی را می‌تواند اختبار کند» 
یعنی دامنه متغیر را بیدا کنیم؛ باید مجموعه جپات را در دستگاه شامل این 
نامعادله‌ها؛ به دست آوریم : 

مه < (۱ - )۴ دوه < (۱- )۴ بت 
۵ ی ۱ - و ره حد (۱ - )۴ -- ود 


برای حقیقی بودن (۱ - :۴)2 


. باید داشته باشیم ۱ < 2. از نابرابری 
جد ۲(۲ - وو) چت ه جد (۱ )۴ ون 


نتیجه می‌شود ۲ 7۶ 2. چون 
< ۵-۲4۱۳ ۲+۱ - ۲۷2 -(۱- ) < (۱ -۴)2/ - 
۰ 2-۲4۱۲ ۲۷-۱4۱ + (۱ -2) < (۱- )۱/۳ + ن 


۳۳ 


بنابراین» دامنه متغیر عبارت است از 
۲ سر دق ۱ * ۲ > 1 
اگر ۴ اجه ان وفت 
7و از اتود 1 مب 


ژیرا برای داریم | > ۱ و همچنس 


۱ ۱۱-۷ +۱/2-۲ - (۱ - ۲6۶ + عل 


در نتیجه» حاصل‌ضرب مفروض؛ چنین می‌شود : 


۴ تم رنه ۱+ ۱ رو ۰-۱ ۱) 
تب بت ۱ ۳ 9 تچ اه 


اگر ۲ < 2 آن وقت 


۱ ظد: ۷ سس سرت (۱ -‌ ۱/4 سل 2 ۱ تست (۱ ب 2( 


۲ --_ ۱ 
۳ یس سب ۷۱ اس لو جح [ 
رت ۱ .-- و 


۱/2۲ - ۴) - ۱ 


۲ 
پاسخ. اگر ۲ > :2 > ۱ آن وقت حاصل عبارت برابر --» و اگر 


۲ < ۰2 آن وقت حاصل عبارت برابر - می‌شود و. به‌ازای سایر 


مقدارهای :۰ عارت مفروض ؛ معنا ندارد. 


۳۳۳ 


۳ ) پاسخ. ‏ - ۵+ ۲) پاسخم. ۲ تن (م < و ر 
۶ ع هو 0)؛ ۳( ۱ بخش‌های عبارت را» به طور جدا کانه؛ محاسه می‌کنيم ؛ با 
توجه به انحاد 


 )۷2 + ۲()۷ 2۲ - ۲۷/2 + ۴(‏ ۸ + و 


مقدار برانتز اول» جمن می‌شود : 


(۴ + ۲۷۵ - ۴۵0۷۵۲ - (۲ + 2۷2 _ __ ۲۵ 2 
(۴ + ۲/۵۲ - ۷/2۲) (۳ + 7 ) ۲۳+ ۷ ۸ + 2 
_ ([(۲ +۲۰۷۵ -۲۵)۷۵-(۲ +۴۷۵ +۵۷2 
۱ (۲۷ + ۲۷۵ - ۷۵۲) (۲ + ۷2) ۲ 
(۱۲- ۱۲۰/۵ + ۳۹/۵۲ )2 
(۴د ۲۳۷۵۲-۲۷۵ +۷2 
۳ 
+۲۷۶ - )۳( +) 


بنابراین» حاصل ضرب دو پرانتز» چنین می‌شود: 
2+۲ , (۷ - )۲۵ - 
 )۷2- ۲‏ (۴ +۲۷۵ -۷۵۲) (۲ + ۷2) 
مس سب 


)02+ (6۷۵۲ -۲۷+ ۲ ۸ 


۳۳ 


۸ - 3 ۳۴ ۹ 
42(« ۸ ۲۸+ لت 


پاسخ. ۰-۲ با شرطهای ه* م2 و و ۸ عد و 
۳ پاستم. ۵ با قبط ۱ و هم جح 0 
۵ پاستم. ۱- (۰ < 6 ۰ < ۵ ۵ ه) 


۵۲ 

آ۷ ۱3| 5 ۱ 5 ۱ ۱ 
۲۷/۲۰۰۲ ۲۷/۲ ۱/۸ 
۲ ۳ ۱۵ ۱۵ ۳ 
۲ ۵/۲ ۱/۵ 

۹ ۶ ۳ ۳ 7 ۶ 
م۳ پ س یس - سب (۳ 

۹ ۳ ۳۵۳2۳1۲ ۱۰ 
۱-2 9 
:(۱ و 2)- ِ (۴ 

۱+۷۶ ۱-3 


۳/۹ /۳ ۰ ۴ + ۷/۶ + ۷/۹ ۱ 
رعش یی 
ل ۳ ۳ 


"( ۳-۷۶ ۲۷۹-۲۷۲ ۲۳۹-۷ ۲ 
_ ۳)۷۲۵+۷۱۰+ ۷۳ -)7۲5 + ۷۲۰+ ۷۲( 


۵-۲ 
۷ __ #8 


و (۷/ + ۷/22 0 


(یا قرط ه اج نها دزی زک وو)ا 


۳۲ ۵ 


او او نی وی 


ی ی - 6۷ 13 

۱ ۷2+ _ ۷*۵ + ۷/۷( ۷ ۲ ۰۷/۷( 

۱ و و - ۷/2 4 
۷ ۲ 
هآ 


۱ 


6 جر ۵:17 حم ۱0 


)۱۰( 7 : ۵۲#- 


این جواب؛ برای وقتی است که داشته باشیم ه از ۷ 
در حالت ه > » و ه > ) پاسخ را باید این طور به دست آورد : 


نیت سس 11 ک سس ۵۲ ۳ 3 
۷۰ 7 
0 5 
درضمن؛ 6 و ۶ نمی‌توانند علامت‌های مختلفی داتشه باشند؛ 
| لد ۳ 


:۷ و ح< ۱۱۳ 


اس و 2 ۱ 
کردیم» پس ۱- 7 7؛ از طرف دیگر باید داشته باشیم : 


و < ۱ و - آ و 


۳۳۶ 


۱ ۱۶ 
ریشه‌های سه‌جمله‌ای سمت چپ نابرابری (۷۵ + 29 است؛ بنابراین 


تابرابری را می‌توان اين طور نوشت: 


لمکم جک 


برای اين‌که حاصل ضرب دو پرانتز مثبت باشد؛ باید هر دو پرانتز مثت یا هر 


۱ ۱ ۱/۵ 
و بط ان تانق 
ً 5 دوگ اج 
۱ + ۷/۵ 
۹ ات ۵ سس د ۱۳۹ 
۱ تسب ط اب 
ِ 7 
باسح | - ک ‏ ست و (ی شرط‌های 0 .۳ و با 


۲ به به ترتیب داریم : 


۱ ۷۳-۰۷۲ _ 6۷۳-۰۷۲۵۷۸۲۸ ۴( 


7۳+ ۷۲-۲ 4 
 )۷/۳ -۰۱۷/۲()۳۷/۳ + ۲۷/۹ + ۴( 

ِ ۱ ۱ و <ر ۲ -- ۶ ۱ 

مه نت" و جح ۱۳ - ۲ ۱ 


۳۳۷ 


1 نمی‌تواند» از ۶ بزرگتر نباشد وء در عین حال» از 2 کوچکتر نباشد؛ 

۲) معادله ریشه‌ای ندارد (دو شرط ۵ < 2 و ۱- > و با هم سازگار 
نیستند) ؛ 

۳) اگر دو طرف معادله را مجذور و» سپس ساده کنیم» به دست 
می‌اید : 

۳ د 2 یا ه << 2 چد ه < (۴ - )۴ 
< 7 ريشه معادله نیست؛ زیرا با وجودی که در دامن متغیر» یعنی 
ِ 2 ۲ قرار داد» در معادله صدق نمی‌کند؛ ولی ۴ 8» هم در دامنه 
متغیر فرار دارد و هم در معادله صدق می‌کند. معادله» یک ریشه دارد: 
و 

۴( پاستخ. معادله دو ریشه دارد: » << 2۱ و ۱ << ۲ ؛ 

۵) برای حقیقی بودن ۱ - ۷/2 باید داشته باشیم ۱ < 42 همچنین؛ 
برای حقیقی بودن 2 - ۷/۱ به دست می‌آید ۱ > 2. بنابراین باید ۱ < 5 را 
در معادله آزمایش کنیم» غیر از ۱ -<- 2 ريشه دیگری نمی‌تواند داشته باشد. 

پاستخ. 1 :۳ 

۶ راهنمایی. فرض کنید ۴ + ۲۵ - ۲۵۲ < ل. 


۷ 
پاسخ. ۳ ات شنز 0 2 ۲ : 


۳۳ 
۸ با مجذور کردن دو طرف معادله» به دست ار 


1۳ اوه اس و۲۷ چت ۱ و۲ وا آبر رد-۱ 


دوباره» دو طرف معادله را مجذور می‌کنيم : 
تب "۵ - و۴ چب اج - آوو < اج + ۴2۲-۴ 


۳۲۸ 


پا ه < (۵ - ۴2)": که از آن‌جا به دست می‌آید : ۰ < هیا 5 ور 


» > 2 در معادله صدق نمی‌کند؛ ولی > < 2 ريشة معادله است. 


۹( معادله را به این صورت می‌نویسیم : 
 1‏ ز توت سم و 
که با مجذور کردن دو طرف ان به دست می‌آید : 
0- ۲۰/2۲ ع ج - ۱ چت ۱ +4 ۲۰/۲ - وت ۱-2 - و 
دوباره» دو طرف معادلة اخیر را مجذور می‌کنيم : 


2 << ۴۹/2 << ۱ + ۴۹/۲ - ۴ < و - ۱ 


که اگر یکبار دیگر؛ دو طرف معادلة حاصل را مجذور کنیم» به معادله 
۳ سس ۷۳7 هن سم که دو جواب دارد ؛ ۵ ححت لسن ژ مب ح ‏ ۲ بر . 

با آزمایش* آزوشن امی‌شود که ۰۵ : 8 ریش معادلة مقروضی پیست 

۶ ۱ ۱ 

(به‌ازای ۵ 2 یل » به برابری نادرست 8 ت ۵ می‌رسیم) ؛ ۲۸ تس 

ِ 

2 


با هس | جع 


سم : دز معادله صدق نمی‌کند (و ما را یاه برابری نادرست 8 
۰) با توجه به اتحاد (0 + ۳۵۵/۵ + ۵۳ + آه < ۳( + 6) دو 


طرف معادله را به توال سه می‌رسانيم : 
اج (۰۷/2 ۱۷/۱۷۰ )۵ - ۳۷۵۲+ (۵/ )+( /+ه) 


می‌گذاريم و. سپس» به این صورت منظم می‌کنيم : 
۰۵ - ۵ < (2 - ۳/66۲ 


۳۹ 


اگر یکبار دیگر» دو طرف برابری را به توان سه برسانیم» معادله از رادیکال 

آزاد می‌شود : 
دق ۱ 
سس زیت 0 سس زور سس ۲۵(۲ ) سس (2 - ۲۱۷۵ 


این جواب به شرطی قابل قبول است که مقدار آن مثبت باشد. 

۱) اگر فرض کنیم: ۵٩‏ < 5,۷ - 0 < ۷ سمت چپ 
معادله» به صورت ۲رد نی - ره درمی‌آید که؛ اگر در + ضرب شود 
حاصل ضرب برابر "۵ + 1 خواهد شد. 

بنابراین؛ دو طرف برابری را در 2 - ۷6 + 2 + ۷6 ضرب می‌کنیم» 


به دست می‌اید : 


(2 س 6 + ن + ۵/۵ < (2 - ۷/۵) + (2 +4 ۷۵) 
از آن‌جا فك ح< م - ۰/6 د ‏ + ۰/6 اگر دو طرف معادله اخیر را به 


۰ ِ_ (چ) ۳۷۵۲+ (ه -م) +(« +م) 


۳0 ۳3۹ 


که بسن از ساده کردن» ره آپن معادله می‌رسیم : 


۴۵۲ - 


۳0 


۲ - آم 


از این‌جا؛ با مکعب کردن دو طرف برابری؛ مقدار 2 به دست می‌آید. 


9 دو طرف معادله و مجذور می‌کنيم : 


۵ صِ ۲ ۳ ۱ ۱ 
۱ و ده ۲ 1۳۹ ۱ | 


که می‌توان آن را به این صورت نوشت: 


۱۳۳۵ ۱ ۱ 
۵ سب : 4 ۲ 1 


2/6 5 2 ( ۳ ۹ 5 ۱۳۴ 5 


۱ ۷ , 
ار سر از لوزن کنیم»:به این معادلة جریمه جوم مي‌ریمیم: 


۱ 
۹ . . ۲۵ ۳ ۱۳۲۵ ! 
۲( #۱ ۳ - ۲۷ ۲ لا 


بنابراین؛ باید دو معادلة زیر را حل کنیم: 


5 ۱ ۱۴۴ 
با فرض "8 << ۰ باید معادلة » < مسج + ۸ - ۸ را حل کنیم. این 
۶ : 
معادله دور جوات دارد : ۳۸ حت الا ور ۲۸ سم ۲ ببس 
۳ ,و ٩‏ 7 وب ۶ _ 
سس مت ۳ سس سس س_ باس سح * -- مس 
2 و با ۳۳۳ 


»ت 


در سمت چپ برابری باید 4 مثبت باشد (جون مقدار سمت راست. مثبت 


است)؛ یعنی ۰ << 7. 


۳۳۹ 


به حل معادله ۲۱ می‌بردازيم. ۳ مجلور کردن دور طرف گ با فرضص 


7 (1 به این معادله درجه دوم می‌رسیم : 


5 
۱۰۰ 2 


2 را نوشتیم که از برابری 2 ع< 5۳ - 2/۲ روشن است که 1 باید 


کنیم به دست می‌آید : 


۷/۷۳ + ۵ 


۳ 


سیر بز 


به این ترتیب» چهار جواب برای معادله به دست می‌آید : 


۵- ۱۷/۷۳ ۵ + ۷/۷۳ ۴ ۳ 
ال نا اک و 7 


۱ 
ِ 
5 


(۰ <ه) ۷6 - ۷/۵ - ۷۷۵۲ - و 


۲( ۷۲۷/۲ + ۳۷۴۷/۲۷ 
- ۷/۲۲ + ۳ ۱۷/۲۵ - ۰۷/۲ + ۳۹/۲ - ۶: 


> 
مب 


۳۳۷ 


(۰ < 6) #۰ - ۱۷۲ - 10 - و 0 
(۰ < ۵) ۵ ۱/۵۲ رز - یگ | ۱ 


۳ 


۶( باید از اتحاد زیر استفاده کنیم 


۹ تا و۳ 7 +۸ 


که در ال رس هرن ستت با . داریم 


- ۱/٩۴۲ - ۸۸۲۰ 2 ۱/۸۲ ۸۸۲۰ 2 ۱۶ -- ۴ 


از آن‌جا 
٩۴ +۴ ٩۳ - ۴‏ ۳۳ 
مسب 5 ۳ ت_ سب ۰ ۲ ۸۸ ۱ ِ- 4۴ 


- ۰/۴۹ + ۰/۴۵ < ۷ + ۷۵۰: 


۰ ۱/۶ ات < ۲۷۶ - ۱/۷ 


وی ت۳۳ ۰ پس 
۲۵-۱۱ 9 ۳۵ 
۳ ۲۴ - ۱/۲۵ 


۳۳۳ 


< . از آن‌جا 


اس (8 )هل ر اش (0 - ۵) + »| - (0 - ۱/۵۲۵ + | 
۱ 
سپ ۱ سس 


پادداشت. برای تبدیل رادیکال مرکب» در این‌جا 0 < ۵ گرفتیم و فرضص 
کردیم : 


۲ - ۲۵۵ + 0۲ 


با فرض ۵ < ۰9 یعنی 6 - 0 < ۲( - 6)/ به همان نتیجه می‌رسیدیم 
و جواب تغییری نمی‌کرد. 


ولی برای تبدیل رادیکال مرکب (0 - - ۰ به رادیکال‌های 


ساده) باید دو حالت در نظر گرفت: 
_ اگر 8 < 0 آن وقت : 


/ «؟#« 5 ۱0۰ 
۳ 5 ۱ (6 - ۱/0۵)۲۵ - 6 


_ اگر 6 < 0. آن وقت 


۱ 1 ۲6-0 
۰-۲۰-17 - ۶ - 


و در هر حالت (ازجمله برای جواب تمرین ۰6٩‏ جواب به شرطی قابل قبول 
است که داشته باشیم : ه < و و 6 < ۲. 


۱ ۳ - (۲  - ۵ 


12 + / (۱) 


۳۳۴ 


باشند» هميشه نمی‌توان به رادیکال‌های ساده تبدیل کرد رادیکال مرکب (۱) 
را» به شرطی می‌توانيم به رادیکال‌های ساده تبدیل کنیم که بتوانیم به اتحاد 


(۱۰۷/۷ + 2) > 0/ + 5 
دست يابیم. به این ترتیب» مساله را به شرطی می‌توانيم حل کنیم که در برابری 


() 22 + و - ۱۵۱/۳ بل ۲۶ ۷ 


۵ و ۵ عددهایی درست (یا دست کم گویا) باشند. 
با مکعب کردن دو طرف برابری (*) به دست می‌آید : 


۳۵۲۱/۳ + ۹۵۵ + ۳۵۲۵۷۳ + آه - ۱۵۰/۳ + ۲۶ 
۳( + ۳۵/۵۲ + (۹۵0۲ + ه) 


از آن‌جا؛ باید داشته باشیم: 
(+) ۵< ("9 + 96۳ ,۲۶ < ۹60+ آه 


گو 6 و ئ عددهایی درست باشتلد » در دومین معادله باید یکی از انوخ 


۵- < و ۱ و ۱- - ] ] 
- ع< + ام | " ۵ عد ود آم ۱ ۰ ۵- - او دام [ 


هر 
(.-< "9 + آه 


باشد ؛ دستگاه‌چهارم هم منجر به ۲۴- < "6 می‌شود که برای عدد حقیقی 


۳۳ ۵ 


3 ممکن نیست. ولی از دستگاه دوم به دست می‌آید : ۱ سس و حت با. 
مقدارهای » و 8 باید در معادلهٌ اول دستگاه (*) صدق کنند که تنها ۲ ع< » 
و ۱ - ۵ در آن صدق می‌کند. بنابراین 


۳ ۲ < ۱۵۰/۳ + ۲۶ 
۸ ۱) پاسخ. اگر » مج » و ۰ 7 ۰۵ آن وقت 


۲ د 0-۰0۲ ۴۲ + 4۰/6۲ 0 


۳2 ٍِآِ«۱ ۳2 


اه 


اگر » # » و ه < ا. آن وقت ه < 2 ؛ 
اگر » <- ۵ و ه < 6 معادله ریشه‌ای ندارد؛ 
9 ۱ ‌ ۱ 
اگر .۵ 0 عد 0 هر عدد حقیقی؛ به‌جز 2-۳ < 2 ريشه معادله 
اسسیت ؛ 


۱ ۸ 
۲( پاسخ. ۸ < ۱ اب 2 1۲ ؛ 


- 
۴۱ ۳۱۹ ۳ 
لا 0 3 ۳ ۲۳۳۲ 


۴) در صورت هر کسر؛ عبارت مجذور کامل را جدا می‌کنيم : 


)2 + ۱( +۱ 8+ ۳۳+ ۴ ۵+۲۲ +۲ ۵+۳۳ 


2-۳ ۲ + 7 4۴ 281۱ 
سپس در هر کسر» دو جملهٌ صورت را؛ به طور جداگانه» بر مخرج تقسیم 


۳ ۴ 
۷ ۳ دسج تا 6 ۳ 
۳2۳1۳ 


سبط وی 
۳ ۳- 7 


که بعد از ساده کردن به این معادله می‌رسیم : 


۳۳۶ 


۳ ال آن را از مخرج‌ها آزاد یره معادله در سحه دوم زیر به دست می‌اید : 


۵ 
1 جح ۲ ست 3ج ‌ِ ۱4 د ۴2۲ 


۵) دو طرف برابری را در (۳* + ۵2 - )2۲ ضرب می‌کنيم : 
و - کج - و ان د وی د ۹ 
عبارت سمت چپ برابری» به سادگی تجزیه می‌شود : 
< (۵۲ + »)2 +( - آوه) < ان - ون + ون +" 
(۵۳ - 2 + ۲ت)(0۲ + ۲ت) < 


پاسخ. نا فرط کور ۵ تس وی در حالت ۰ << 6 
معادله اصلم : منجر به برايري ه < ۱ می‌شود؛ یعنی معادله جوات ندارد. 


۶ دو طرف معادله را بر ۳ تقسیم می‌کنيم : 


اکنون اگر فرض کنیم : بج ی را به معادله‌ای درجه دوم نسبت به 1 
تبدیل می‌شود. 
پاستم. و مت و ۲۱ ارات ۳ اج و ۲۱ات ۳ دبع 


۳۳۷ 


۹ 
۸( پاستح. < 2؟ 


۹( پاسیح. اس او ی 


0۵8 ۱) فرض می‌کنيم : 2 < ۷ + 2و 1< ۲ + ۷ + ۰/۲2 در 


این صورت 2۲  <‏ + 2 و 17 < ۲ + + ۲2 در نتیجه 
۱ ۱ 1 1 
۲ :۱۱ سك هل عد. باس ۶ 


ولی؛ ۳ نب حه ناه معادله دوم دستگاه ۳ << ۳1۷ سل بو 3 بنایراین ؛ یه این 


دستگاه می‌رسیج ۳ 


ینیع ِ شلاح 1 
۳ 2 د ۱ 27 لد ۱ 


۵ -- ۲۶2 - 2(۲ + ) ۵ج ود ۱ 
۷ لت و 
ی ) ج 
یعنی 1 و ۰2 ریشه‌های معادله درجه دوم زیر هستند: 
۴۳ ع 9 ۱ 
۱ با هد ۱۲ + با اه 
تسه << 2 


۰ این ترتیتا) باید حواب‌های این دو دست‌گاه را به لیاتسا آوریم : 


۷ ۳ ۲ ۱ ۴ :۲۲ ۱ 
۶ ح- ۷ + 2 ۱ ٩‏ حج رو یو 


پاسخ. | ۴ بخ و۵ ی )ایا ۲۵ج له اعد و|: 
۲( دستگاه راء یذ این ورب می‌نویسیم : 


اد سب 
۲ - (/ - 91/2/ 


۳۳ ۸ 


و فرض می‌کنیم: 1 < 2۷/ و 2 < ۷/ - ۷/5 در این صورت 


۱- - ] 
) ش و رو 


1- < ی 


۲ - / 
1ج 


در نتیجه» باید این دو دستگاه را حل کنیم : 


1 سب ح- 1 ۹ ۳۲ حت ربلد | 
۲- < لا - ۱/3 2-2۸ 

1 نمی‌تواند منفی باشد. بنابراین» دستگاه دوم جواب ندارد. برای حل 

دست‌گاه اول؛ دو طرف معادله ۳ آن ۴ محدور می‌کنيم : 


۱ج او ۱ ستاو لین 
که اگر به‌جای ۰/27 مقدارش ۲ را قرار می‌دهیم» سرانجام به این دستگاه 


ول 


جواب (۴ < ۱,۷ << 2) در معادلهٌ اصلی صدق نمی‌کند؛ بنابراین» دستگاه 
تنها یک جراب دارد:. ۲ عد بای ۱ عد 0 

۳ دو طرف معادلةٌ اول را در 21/» ضرب می‌کنيم و در عبارت سمت 
چپ معادلهٌ دوم» از 2:۷ فاکتور می‌گیریم : 


زان ۷ ات ز بل #7 
۷۸ خت  (‏ )ان 


که با قزضی و نت زوا ای ۷ دا زان نها دتم امه 
۸ تج 2۶ 


<< 2 
۳ ۱ 
/ -< ۳ 


: نت ب 


۳۳۹ 


۱/1 ۱ نمی‌تواند منفی باشد ) بنابراین جواب دوم را باید کنار کلاشتی:۰ 


۳ ح- ۷ + ۲ 5 ۲ ح لو داح نو ۱ 
7 << 2 ی از 


پاسخ. ۴ < ۰5 ٩‏ < لیا ٩‏ < 2 ۴ << ل. 
۴( دو طرف معادله اول را مجذور می‌کنيم : 


"و < "ره - ام + او - ۲/۵۲ + رو + نو 
که با استفاده از معادله دوم دست‌گاه؛ رت این یو زت درمی‌آید : 
۳1 دح 0 و 2 


از اين معادله» "2 را (بر حسب » و ۷) محاسبه می‌کنيم و در معادلهٌ دوم 
دستگاه فرار می‌دهیم 
و و ۳ "۳ کت آامریت 1 ۳ ۵۲(۲ 5 ۲۷ 


و ۸۲ 0 
از ان‌جا ۰ < 1۲ < و 2 < ۷۲,۲ 


به‌ازای » < لا برای 2 عدد حفیقی به دست نمی‌آید. 
پاستخ. جواب‌های دستگاه؛ جنین‌اند : 


۳۴ 


مفهوم تابع 
و ۱ُ( مجمه عه زوج‌های مرنب ثر » یی تابع وارون‌بدذیر اسب‌ضاع زیرا 


۲ و (۲,۹/۲ ,1-۱ عت‎ ۷  )۲,۵:۳( 


در تناظر یک به یک فرار دارند؛ 

ً( تابع وارون‌پدیر است ؛ 

۳) تابم است» ولی وارون‌پذیر نیست. زیرا ۱ < لا» متناظر با دو مقدار 
مات ماس وی .۱ با امسکا: 


۸ گز صفحه‌ای را از ارتفاع مخروط بگذرانيم در مقطع » شبیه شکل 
۰ به دست می‌آید که در آن؛ 6 قطر فاعده مخروط ۸7 ارنفاع مخروط 


| 7 یعنی شعاع قاعده مخروط را 7 فرضص می‌کنيم » در این صورت 
(ه - )2 "(و - ت) - از < 2 


فا 


مخروط ؛ بنابراین» به دست می‌آید : 


۱ ۱ 3 
_ )7 ج 2 ۷ 


و او 0 دس میج و موی مر ی نس اس ِ 
۲ بهرام در یک ساعت و نیم اول !/ 
۵ ّ ۱ 
اگر > > 2 > » آن وقت ۴2 < ن. ۱ / 
: در 
8 ۱ ض‌ ل ضق ۲ و ۶ 
چون ۶ < 7 ۴۲ و چون نیم ساعت ۱ غ 
و۳9 ۷ ۱ 
به ۳ است ؛ بنابراین پرای ۱ 
| 
۲ ک 2 > + داریم ۶ 2 . ۱ ۱ ۱ 
در+یک ساعت آخر؛ یعنی برای ۱ ۱ ۱ 
۲ > 2 > ۰۲ به اندازه (۲ - :)۴ ۱ ۱ 
۱ ۱ | ۱ 
کیلومتر دیگر و هم تا 1 
۲ 


به اندازه 


8 


کیلومتر ۲ - ۴ < (۲ - )۴ + ۶ 
راه‌ییمایی کرده است. به این ترتیب 


(؟> ۰ > ۰) 1 
۳ ۱ 
حد پا 
۲۱ > ۶ 


وت ۱۷۲ ۴اتجع ۲ 


| 


نمودار تابع» در ۳ شکا ِ۳ داذه است. این نمودار شامل تیگ باره‌خط راست 
۸۵ ۸۲ ۴۳ ۱:18 است که در آن 


)()۰ 9, ۸4 )2۶( ۱ 39) 62/۳, ۱۰( 


۳۹ 


۳ ) برابری را می‌توان به صورت |2| -- 2  <‏ و یا 


(ه > 2) ۲۶ 1 

رم <م) ‏ ۰ ]۲ 

تن یسرک اک ی مین (من گنه 47 
۲) این برابری به‌ازای ۱ <7 7 معنا دارد و 


(۱ - )1 عد لا جد ۱ خ 3 


نمودار این رابطه در شکل ۶۲ ۲ داده است. اين رابطه» تابع نیست؛ 

۳ تابع تست (شکل ۶۲ 6 ۳ وا نبینید)؛ 

۴ تابع و وارون‌پدیر است (نمودار را در شکل ۰۶۲ ۴ ببینید)؛ 

۵) تابع و وارون‌پذیر اسخة اشتکا. ۶0۵۴۲ 

۶( تابع و وارون‌پذیر ات (شکل ۶۲ ۱۶ 

۴ الف) پاسیخ. بله» مجموعة زوج‌های مرتب (/2:,1) مُعرف یک تابع 
و تابعی وارون‌پذیر است» زیرا دو مجموعه ۸ و ۲ در تناظر یک به یک 
سل (شکا ۶۲ 

البته این به شرطی است که از» () به نقطه‌ای مثل ۸ از محیط مثلث 
وصل کنیم» نیم‌خط راست را از جهت () به ]۸ ادامه دهیم تا نقطه 
متناظر آن (7۷) روی محیط دایره به دست آید. 

ب) هر دو نقطه ۲۱ و ۸/۲ از محیط مثلت» متناظر با یک نقطهُ ۸۷ از 
محیط دایره است و اگر مثل حالت الف؛ نیم‌خط راست را در جهت 
0 بد از جر اننن بگتوب: روی شل ۶۴: هر نقطة بخشن 4۳060 از 
محیط دایره؛ متناظر با نقطه‌ای از محیط مثلث نیست. بین نقطه‌های محیط 
مثلث و نقطه‌های وافم بر کمان 467 رابطةٌ تابعی برقرار است» ولی این 


تأبع وارون‌پدذیر اه یمسا ۵ 


۳۳۳ 


یی 
[ 
ات تا ات۳ 


۳۲ 


شکل ۶۴ 


۵ ۳ . پاسخ‌ها. الف ) تابم اجتته ولی وارون‌پذیر بسست : 


(ه > 2 > ۱س) و 
(۲ > 2 > ه) 1 


کر 


با به صورت ۷:۲ < ۲(۷ > 2 > ۱-) نوشت؛ 


ب) تابع و وارون‌پذیر است: 
(۱ > 2 > ۲-]2 < ۷ 
ج) تابم نیست : 
(۷ > ۷ > ۱-)۶ < || 


2 نیم حط راست ۰0/۸ در نقطه‌ای متل ی نیم خط راست ۳۶ را 
قطع می‌کند. اکنون اگر از 5 به نقطه‌ای از پاره‌حط راست ۸ (مثل نقطة 
۱( وصل کنیم ۳ ادامه تین ء باره‌خحط راست آزارار) ۳ دار نقطه‌ای متل ار 


۳۳۵ 


که متناظر با ,2 است» قطع می‌کند. همچنین هر نقطه دلخواهی مثل 7 از 
باره‌خط راست ( 0 متناظر با نقطه‌ای مثل 2۲ از باره‌خط راست ۸4۳ است 
(شکل ۶۵). در اين تناظر ۸ و ) نقطه‌های متناظر یکدیگر و 13 و (1 هم 
نقطه‌های متناظر یکدیگرند. درضمن. این عمل را» تصویر ۸1۶ بر (1) به 
مرکز 5 گویند (تصویر مرکزی ۸413 بر 010 به مرکز نقطة 5). 

۷ تاب‌های ۲) و ۳)) در واقع یکی هستند. ولی تابع ۱) با آن‌ها فرق 
دارد. نمودار تابع ۱ خط راست ۱ - 7 < 1 است؛ به‌جز نقطه (۱-- ,ه)» 
در حالی که نمودار تابع‌های ۲) یا ۰)۳ تمامی خط راست ۱ - 9 < /1 
اسیته. 

دامن تابع در ۱) عبارت است از ۰ غ< 2 و در ۲) و ۳): 1 > 2. 

۸ () را می‌توان؛ به اين ترتیب» تبدیل کرد: 


۲۵-۳ +۱ 4+ 2) -(۱+ 2+ تاه _ ۲2۴+ « 
۳ -- ۲ 


۱ ۲ 4 آ 2 


<< 2: - ۱ 4 


» < 2 می‌گيريم» در این صورت :۲2 > ۳ - :۲2 یعنی 
۳ ۳ بت ۲ 
: که سس 
۱ 4 و + :۵ ۱ 9( 5 


۳۳۶ 


(اگر صورت کسر بزرگ شود مقدار کسر بزرگ می‌شود). همچنین برای 
۳ اس ول 

۲ ۲ ۳ ۲8 ۲ 

مس یی ود[ ملد ۳ 

و : 
(وقتی مخرج کسر کوچک شود مقدار کسر بزرگ می‌شود). از طرف دیگر 


۲ , ۲ ۲ 
و۱۵ ۲ ۳۴۵۴۳۷۶۸۳۱۴ ۲ 


۲ و و وه ار ۵ نم 


۲ 
یعنی - از دو ملیونیوم و» در نتیجه. از یک صدهزارم کوچکتر است؛ یعنی 
می‌توان از آن صرف‌نظر کرد و 
۲ ۲۴۵۳۷۵۸ << ۱ - و ند (1)2 

4 اگر از راس‌های 9 و ر عمودهایی بر قاعده | هر رسم کنیم» با 
توجه به مثلث‌های فائم‌الزاویه و متساوی‌السافین ۸ ۳( و ۶ روسن 
می‌شود که ۴ < [6(]| (شکل ۶۶ الف). وقتی ۲ > 2 > ۰. آن وقت؛ 
مقدار ۷ عبارت است از مساحت مثلت ۸0۳ (شکل ۶۶ ب). قاعده این 
مثلث به طول 7 و ارتفاع آن» به طول 22 است (چرا؟)؛ بنابراین 


6 ۳ ۱ 


۱ 
۱ 
چم 


وقتی ۶ > 2 > ۲ آن وقت» مساحت چهارضلعی ()۸1(۷ برابر 
با رن را از آن کنم کشم,ذازیم؟ 


۱ 
5 :۵ ۱2 (۴ + ۶ < ووور5 


ی : 


اپ اسر ی و 


۳۳۷ 


۳ 


شکل ۶۶ 


۱ - من < ( - ۶) - ۵ < ۷ 


نمودار» تابع در شکل ۶۷ داده شده است و شامل قطه منحنی 24) و پاره‌خط 
راست ۸4۳ است. 

۰ پاسغ. تابع (9)2 زوج و تابع (:2)م فرد است. 

۲ زوج؛ ۲) فرد؛ ۴) زوج؛ ۴ زوج؛ ۵) نه زوج و نه فرد» زیرا 
(2-) برابر (2) با (2)- نیست؛ ۶) فرد. 

۷ پاسخ را در شکل ۶۸ ی بینیك. 


۸۰ ۰ )۵ > ۶ > ٩( 


(۵ > 2 > ه] 77( -- لما لا 
لب 
)٩ > 2 > ۱۱(‏ ۵۶ +۸۰ 


۳۴ ۸ 


۲ ) < (۲)]؛ ۲) ۲- < (۲-)1؛ ۳) ۰ < (۳)۰+ ۴) 


۱7 )-( -۲ 


۶ ك (۶)2 (۵ 
بت 2 | بل | ] 
۱ ۱+ ا 
2 . | -| 1 
"دنت ۲ تا ند (-) (۶ 
اها ._ اقا - 
ها _ راشقا _ ۳2| 
۷ ۳4۱ دس < (۳2)[ (۸ 
بح بلج ۳ 
۳ 
ار ۳ ابر 1۹۳۳۹۳۳۹ ۴۳۳ (۹ 
لت چم ۱۱ + 2۲ ) 
ات فا ور 
2 ۸( و 


۳۳۹ 


2 ضّ 1 
چم با اه | ند ۳ 
۱۳ (ج)/ 
/ 
(۶<۰) وج 
۱ 5 
(» > 2) 1 
2 
4-۱۱ 27 ا(2) لا - ۱۱ 
ی مد 1 
و ی - ()/20 
۱ -- ۲ 
راتکه » 
(ه > ن > ۱-) ل ب 
[ه #۳ هه 


۴ تن از خل مساله» به نکتهٌ مهم از چبر جندجمله‌ای‌ها اشاره 
می‌کنيم. می‌دانید معادله درجه اول (معادله حطی) تنها یک ريشه دارد و 


۳۵ 0 


معادله درجه دوم حداکثر» دو ريشة متفاوت حقیقی دارد. این قانون کلی 
است؛ یعنی هر معادله درجه 7 حداکثر دارای 7 ريش حقیقی است. 

این قانون را» به نحو دیگری هم می‌توان بیان کرد : 

گر (2) یک چندجمله‌ای از درجة « باشد  (۱(‏ «)» حداکثر * 
عدد حقیقی می‌توان پیدا کرد که» به‌ازای آن‌ها» یک مقدار برای (2) به 
سرت اب فرض کنید : 


۵ بات ۳ بت رت ۷2 ( 3 | ز 


برای این چندجمله‌ای داریم : 
۲ -< (۱)] < 3 < (۱-)] 


ولی هر عدد حقیقی دیگری به‌جای 2 قرار دهیم حاصل (2) عددی غیر 


_ شش نت "پل < (۲)۰ 


و برای عددهای حقیقی دیگر : کت (2)] در همین (2) داریم : 
۲- 2 (۲-)[ 


ولی نمی‌توان عدد حقیقی دیگری برای :2 پیدا کرد که» به‌ازای آن» (2)] برابر 
آتت زد 

از این نکته می‌توان این نتیجه را گرفت: اگر چندجمله‌ای (:2)/ به‌ازای 
بی‌نهایت مقدار حقیقی ۰2 برابر با یک عدد شود به معنای آن است که 
(۰7)2 مقداری ثابت است. زیرا » < (۴)2) به‌ازای هر مقدار 2 برابر > 


می‌شود. 


۳ ۵ ۱ 


روشن است؛» برابری (۱ + ۰ + آع)و < (۱ + 2 - ) راء با 
تبدیل 1 به 9 می‌توان به پرابری (۱ + ت - ")و < (۱ + 2 + 2)[ 
تبدیل کرد. به طور کلی» اگر ۸ را یک چندجمله‌ای بگیریم و بدانیم : 
(۱ + ۸ + )و < (۱ +۸ - ۸ 
(۱ +۸ - 9۸ < ۸+۱ + ۸) 
و برعکس» به ترتیب» داریم: 
(۱ + 2+ آه)و < (۱ +2 - ") 
(۱ + (2+۱) + 2+۱۳ (۱+(2+۱)- (2+۱))و < 
(۳ + ۳۶ + )7 - 
اگر در برابری  /)2۲+۳+۳(‏ (2+۱- ")8 فرض کنیم ۱ < 2 
به دست فن ای : 
)۱( (۶6۷ < (7)۱ 
دوباره (۳ + ۳۸ + ۲ )7 را تبدیل می‌کنيم : 
(۱ + (۲ +4 ) - ۲(۲ + 2))] < (۳ + ۲2۸ + )۲ 
(۷ + ۵2۰ + ")و < (۱ + (2+۲) + (9))2+۲ 
(۷ + و۵ - آت) << 
و چون (۷ + ۵2 - ۲ت)] به‌ازای ۱ < 5 به صورت (۳) درمی‌آید؛ 
برابری (۰)۱ برای (:۰[)2 چنین می‌شود : 


1)۱( < 7)۷( < ])۳(  )۳( 


۳۳ 


همین روش را ادامه می‌دهیم : 
(۷ + و۵ + هو < (۷ + ۵2 - )۳ 
(۱ + (2+۲) + (۳ +2 < (۱ + (۳+) - (۳ + 2)) 


(۱۳ + ۷ دا ج) گرب 
و بنابراین» برای چندجمله‌ای (7)2 به دست می‌آید : 
(۳( اب ار۱ ا ‏ ( 7۱۱ ۶۲۱ 
جند نقطه‌ای که در انتهای راست برابری‌های (۳) فرار داده‌ايم» به این معناست 
که با ادامهٌ این روش به بی‌نهایت برابری می‌رسیم یعنی چندجمله‌ای () ] 
به‌ازای بی‌نهایت مقدار ۰2 برابر با یک عدد حقیقی می‌شود: (2)[ مقداری 
برایری‌های (۳) را تا دو جمله دیگر ادامه دهید). 
۷۵ داریم : 
۱ +4 (۳ ۱+ ۳9 - ۱()۵۲ + ۳۵ - ۳ ۵) < ((۳))2 
اس (۱ + چه۲ ت آبو)۳د (۱ و۳ ات آوو) س 
و دیگر روشن اتیت که 
۱+ ۳۶ - 5 < (1)2 


8 ۱ 


و ی ۲۳۳ . رل 
۳ فرض می‌کنيم : ۵ 9شح - 


بل 
2 ۲ "2 ۹ 
فقلاز ۶ را دی ور تس ۰ - (چّ ) ] قرار می‌دهيم 


۳ ۱ ل 
بتد ۴۷ ۳1 ۳1 


۳۵۳ 


که اگر در آن 7 را به 2 تبدیل کنیم» (۲)2 به دست می‌آید : 
۱ - ۲۵:)۳ ۱ 
اس - (م)۶ 
(۱ - و) 
۷ تابع خطی را + عه < (ه) می‌گيريم. نا به فرض : 
۵ واعد: ( )۲ ۰ -- + - - (۱-][ 

فد هه ۴ ع و هن ۵ 

پاسخ. ۵ + ۳ < (2). 

#ِ۷. جون داریم (اتحاد )0 سب ۳۰0 / سل 6( تک 2 ِ 7 ر 
در نظر بگیرید) : 


بنابراین ۳2 - نه عد (2). 
۹ کافی است هریک از دو طرف برابری را محاسبه کنیم. 
۹ ۱ - :2 < 1 می‌گیریم؛ دزن این صبورت: 6 عد ی - ۱ و 
۱+ 1- 7 و برابری فرض به این صورت درمی‌آید : 
)۱( ۲۳ 2 (1-) + (۲[)1 
اگر در دو طرف برابری (۰)۱ ۲ را به - تبدیل کنیم» به این برابری می‌رسیم : 
)۲( 2-۳۳ () + (0-)[۲ 
برابری‌های (۱) و (۳). با هم دستگاهی شامل دو معادله‌اند که مجهول‌های 
آن‌ها (1)/ و (1-)/ است: 
۳ + ۳۶ - (-)/ + (۲۶)۶ 
۳ + ۳۶- - (۸-)۲ + ()1 


۳۵۳ 


که اگر معادلهٌ دوم این دستگاه را» از دو برابر معادلهٌ اول کم کنیم به دست 
می‌آید: ۱ + ۳۸ -- (1)] و با تبدیل 1 به 27 


)2( << ۳2 + ۱ 


۸ ۲ < » در معادل (۶)۲ - (2)/ صدق می‌کند و بنابراین: 
۲ << یکی از ریشه‌های معادلهٌ (۲)/ < (2)/ است. به طور کلی معادله 
 )(‏ (2)گ دارای ريشه 0 -< 2 است. درضمن» لازم نیست» (2)] 
چندجمله‌ای باشد. 

مثال. به فرض این‌که ۵ + ۱۱ + ۱۲۲ - :۴9 < (۰1)2 معادلهٌ 
(چ) ۶ - (۶)2 را حل کید 


۳ ۲ 
حل . ج) [ < ر2) [ به ترتیب به این صورت درمی‌اید : 


ی بت بر 6 ۳ 
۵ 51 ۳ -- ۵ د ۱۱7 لب ۱۳۲ مت ۴ 


» 7 " ار رد ۱ 
بو اوق اسف ات سفق ۱۳۱ سس | 
تا تا : ات انا ۸ خات ات کا 1۱ بت 

۱ ۷ ۱ 
| [ )۳ - + ۷( 


سس (۱ سب ۳۲ - ۳()۲-- 9 


۳ ۵ ۵ 


تِ 


است : 

۳ ۱ 

۲ ح- ۳۴ ۱ ت ۷ ۷ 
#4 برای ۵ ضظر 1 داریم : 


۳ ۱ و 
2 2 


۲ ۱ ۱ 
تای ای 1 9 | تسوا سور و 
رین ()  )(  ۱/۱+‏ که» با تبدیل بهه به دست می‌آید: 


۶)2( < ۰۷۱ + ۲ 


۳ راهنمایی. در دو طرف برابری 2 را به 2- تبدیل کنید؛ معادله‌ای 
را که به دست می‌آید» همراه با معادلهٌ فرض؛ به صورت دستگاهی شامل دو 
مجهول (2 + ۲)/ و (2 - ۲)] بنویسید و (2 + ۲)/ را از آن به دست 
آورید. دنبالهٌ حل ساده است. 

پاسخ. ۷ + ۵ < (2)/. 

۳ برای حل مساله‌های ۸۳۴ و ۰۸۵ به مقدمه‌ای نیاز داریم. 

نقطهٌ ( 1 ,2) 11 را در صفحة محورهای مختصات 701 در نظر می‌گيريم. 
فرض کنید» دستگاه محورهای مختصات 2 در همین صفحه با 
شرط‌های 26026 موازی ۰22 ۲۲۷ موازی 1 و (/,0)ن داده شده 
باشد. اگر مختصات ۸۷ را در دستگاه تازه ۷سا برابر ( 26,۷) فرضص 
کنیم با توجه به شکل ۶٩‏ روشن است که 


۳۵۶ 


۳ 


۶٩ شکل‎ 


این رابطه‌ها را» دستورهای انتقال محورهای مختصات گویند. در ریاضیات 
انتقال یک شکل: به معنای جابه‌جایی شکل است. به شرطی که موازی با 
خودش جابه‌جا شده باشد. انتقال محورهای مختصات» یعنی جابه‌جا کردن 
آن‌ها» موازی با خود: 2616 موازی 72 و هم‌جهت با آن و ۲۲۲ موازی با 
1 و هم جهت با آن است. 

در شکل ۰۶٩‏ حالت خاصی از نقطهٌ ۸ و محورها را در نظر گرفته‌ايم 
(نقطه ۸۷ و مبداء تازه نب در ربع اول ۲01۷ فرار دارند). شما می‌توانید؛ 
حالت‌های مختلف شکل را رسم کنید و ببینید» دستورهای (*)۰ برای هر 
حالتی از شکل درست‌اند. دو مثال می‌آوريم. 

مخال ۱. نقطهٌ (۵ ,۳-)۷۲ در دستگاه محورهای 701 داده شده است. 


اگر محورهای مختصات را موازی و هم جهت با خود» طوری جابه‌جا کنیم 
که مبداء تازه» روی نقطهٌ (۳-,۲ )دا قرار گیرد» مختصات نقطه ۷ را در 
دستگاه محورهای مسخحتصات نازه بیدا کییانب. 


حل. اگر مختصات ۸۷ را» در دست‌گاه محورهای حد‌یل ) ی 


۳۷ 


بنامیم ) با توجه به دستورهای (*) به دست می‌آید : 


اد ۳ اس نت ار 
پر | 8 ۵4۳-۸ ۲ 


مختصات نقطٌ ۰/۷ در دستگاه محورهای مختصات تازه (۵,۸--) است. 

مثال ۲. اگر دستگاه محورهای مختصات 50۷ را موازی و هم‌جهت 
با خود منتقل کنیم تا مبداء تازه بر نقطهٌ (۳--,۳-)د قرار گیرد؛ تابع 
۶ ۶+ او < (ا» در دستگاه محورهای مختصات تازه» به چه صورتی 
درم آید؟ 

حل. مختصات نقطهٌ دلخواهی از نمودار را» در دستگاه محورهای 
تازه» ( ۲ ,21) و در دستگاه نخستین (7 ,2) می‌گيريم. بنابراین؛ با توجه به 
دستورهای (*)۰ باید داشته باشیم: 

ون کین ۳ 

که اگر در معادلةٌ ۶ + ۶2 + ۲ -< 0 قرار دهیم : 


:۶+ (۳- )۶ + (2-۳) < ۳ ل 
٩( + ۶-۱۸ 4+۶ + ۳:‏ +۶24 - ۲) < ۲ 
۲ 


معادله تابع) در دستگاه تازهٌ محورهای مختصات» به صورت 2۲ < ۲ 
درمی‌آید که تابعی زوج است و؛ بنابراین» خط راست » < ۰ محور تقارن 
آن است. چون ۲۳+« << ۰۸6 بس در دستگاه محورهای مختصات نخستین» 
خط راست ه < ۳ + 2 پا ۳- < ت (که خط راستی موازی ۷۷ است)؛ 
محور تقارن نمودار تابم مفروض است. 

اکنون به حل مسالهة ۸۳ می‌پردازيم. 


۳۵۸ 


تابع ۲۵ - ۲و < ۷ نه زوج است و نه فرد. فرض می‌کنيم خط راست 
ه < 2 محور تقارن آن باشد. اگر محورها را موازی و هم‌جهت با خود 
طوری جابه‌جا کنیم که مبداء تازه» بر نقطهُ (۰ 04)د قرار گیرد» آن وقت 
اگر ۵ -- 2 (در دستگاه نخستین) محور تقارن نمودار تابع باشد» باید در 
دستگاه جدید» خحط راست ه -- 6 محور تقارن آن باشد» یعنی بتوان ۵ را 
طوری بیدا کنید که به ازای آن» معادلةٌ جدید نمودار؛ به صورت تابعی زوج 
درآید. داریم : 


تا کر ت2۳ 


ارت 
۱ رن 


نت 


1 


که اگر در معادلهٌ ۲ - 27  <‏ فرار دهیم 
۲۵ - "هم + ۲ (۱ ,۲/6 + ۲ - (۵ + )۲ - (۵ + ۸) < 1 


و برای این‌که با تابعی زوج سروکار داشته باشیم؛ باید ضریب :2 برابر صفر 
شود: ۱۰۶۰ مب 6 یا ۱ < ۵2. 

پاشتخ. حط راست ۱ <- ۰27 محور تقارن نمودار تابع مفروض است. 

۵ راهنمایی. ( ,:0)نب را مرکز تقارن نمودار تابع فرض کنید ؛ مبداء 
مختصات را به نقطهٌ دا منتقل و معادلٌ جدید تابع را به دست آورید. باید 
و 8 را طوری بیدا کرد که معادلهٌ جدید تابع؛ به صورت تابعی فرد درآید» 
یعنی با تبدیل 7 به 2- و ل به ۰-0 معادلة نمودار تغییر نکند. 

پاستخ. ۱ (۰۲--,۱)نن؛ ۲) (۱ ,۱-)دن. 


دایره و سهمی 
#۴ یاسخ‌ها. 


:۵ <- ۷(۲ + ن) + (۴ - ت) (۱ 


۳۵ 


ب» < ۴۰ 4 ۱۴ +۸۵ - رو + او با 

۲( )2 +۶( +) -۳( < ۷: 

ز» < ۴۳ + ۶ - ۱۲۸ + ۲و + نو یا 

< ۱۵ 4 ۱۶۷ + ۴۲ + ۴2۲ با < ۲(۲ + () + "ه (۳ 


ه < ۲ - ۲۵ + رو + و یا ۲ < آ + (۱ + ) (۴ 


۷ ار فاصله نقطه‌ای تا مرکز دایره کوچکتر از طول شعاع دایره باشد 
نقطه در درون دایره است. در حالتی که اين فاصله با شعاع دایره برابر باشد 
با نقطه‌ای واقع بر محیط دایره سروکار داريم و» سرانجام اگر فاصلةٌ نقطه 
تا مرکز دایره» بزرگتر از طول شعاع دایره باشد» نقطهٌ مفروض در بیرون دایره 
است. 

دایرژ مفروضص؛ شعاعی برابر ۵ دارد و مختصات مرکز آن (۲,۳)دا 


اسیت. داریم : 
۵ - ۰/۲۵ < ۱۶ + ۷/۹ < ۱(۲ + ۳) + ۱(۲ + ۲)/ > |سشا 


بنابراین 16 -- |س| و نقطةٌ ۰۸ روی محیط دایره است؛ 

۶ < |ب]ا؛ نقطةٌ 7 در بیرون دایره است؛ 

٩‏ 2 || نقطهٌ 6 بیرون دایره است؛ 

۷۵ - ۱/۲۰ ایب( و ۵ > ۲۰/۵ در درون دایره است؛ 
نقطهٌ 17 روی محیط دایره است؛ نقطهٌ ‏ روی محیط دایره است؛ 7) در 
درون دایره است. 

۸ شعاع دایره؛ برابر است با طول باره‌خط راست. ذ)نا (() مبداء 
مختصات است)؛ یعنی 


ن ۳ 


پاسخ. ۱۶۹ < ۵(۲ + ) + ۱۲(۲ - ). 
٩‏ وسط پارهحط راست ۰۱/۱/۲ مرکز دایره است: (۲- ,۱-)دا 
درضمن» طول شعاع دایره» برابر است با نصف طول باره‌حط راست 1۷/۱/۷۲ : 


- 2۱۱۸/۷ 
- 2۷/۱۳۶ 2 ۴ 


پاسخ. ۳۴ < ۲(۲ + ) + (۱ + 2). 
۲ ۳ ۱ ۱ 1 ۱ ۱ 
ِِ. خحط راست مشر و هن > محجوٍ زر 27 را در نقطه 1 ۳ و محور 


8 را در نقطه 4 ,) قطع می‌کند؛ و این دو نقطه دو سر قطر 
دای ه‌اند. 


ی سس ۳۳ ۲ ثٍِ«-۳ رز ۱۳ 
پاسخ. مرکز دایره رک رچ) نا و شعاع ان یه طول ‌ 2 
۹ - ۳(۲ + ۱۶)۵۷ + ۱(۲ + ۲۵)۴2 


0 راهنمایی. ار دایره محور 0 را در (۱-- ,۸0 قطع می‌کند؛ 
چون ۸0 بر 27 عمود و دایره بر 2" در نقطهٌ (0 مماس است؛ باره‌خط 
راست () قطر دایره می‌شود. 

پاسخ. ۳ -< ,۴1 + ۴۵/۲ د ۴۵۲ . 

۲ مرکز دایره در نقطة برخورد عمود منصف باره‌حط راست ۸4۶ با 
محور 21 قرار دارد. وسط باره‌خط راست ۸ را ) و مرکز دایره را دبا 
می‌نامیم. داریم : 


۷۵ ۲۰/۲ ۱ 
لس فد < ور« و (۵ ۷ - ۳,۲۰/۲)) 


۳۱ 


ضریب زاویهٌ تاد (عمود منصف باره‌خط راست ۰۸1 عکس فرینة ضریب 
۳0۲۷۲۷۵ مس 
 ۷۷/۲+۷۵  )۲۷/۲+۰۱۷/۵()۲۷/۲-۰۷۵(‏ ۲ 
(۲۷۲-۷۵)- - تیاب ۱ 


بنابراین» با در دست داستن مختصات نقطهٌ ر) و ضریب زاويةٌ خط راست. 
10 معادله عمود منتصفب باره خط راست ۸3 یه دست می‌آید : 


(۴ - ۰۷/۵()2- ۲۷/۲)- < لز 


با فرضص ت /ا ) طول نقطه برخورد اپن خط راست با محور "25 به دست 
می‌آید: ۴ < 2. نقطهٌ (۰ ,۴ )دس مرکز دایره است. برای پیدا کردن طول شعاع 
دایره؛ کافین اس ت طول یکی از باره‌حط‌های راست دا با تین را ره نشیتسا 


۵ + ۰ 
پاسخ. ۳۶ - ۲ + ۴(۲ - 2). 
۳ راهنمایی. در معادلة کلی دایره» یعنی 


۹ -- (8 - ) + (ه -5) 


)۲- ۰(۲ + )۰ + ۲۷/۵( - ۶ 


مختصات نقطه‌های ۸ و 7 را قرار دهید و سیس دو معادلهٌ حاصل را (که 
دارای دو مجهول ۵ و 7 هستند) از هم کم کنید؛ به معادلة ه ۵ +0 64 
می‌رسید. 

پاسخ. مساله دو جواب دارد : ۱۶۹ - ۴(۲ - 1) + 1 + :2 )؛ 


)2- ۸( + ) + ۱۳(۲ -- ۹ 


۳۶۲ 


۴ از آن‌جا که دایره بر محورهای مختصات مماس است؛ بنابراین 
تمامی دایره در یکی از چهار رب دستگاه محورهای مختصات قرار دارد؛ ولی 
(۱ ,۰۷۲)۲ که یکی از نقطه‌های محیط دایره است» به ربع اول تعلق دارد» 
بنابراین دایرةُ ما در ربع اول دستگاه محورهای مختصات واقع است. به همین 
علت ؛ مرکز دایره؛ از دو محور به یک فاصله است؛ یعنی (2,0)نا؛ درضمن 
ه < 6. همچنین شعاع این دایره» برابر است با 6. بنابراین» معادله دایره؛ 
به این صورت است: 

0 < (ه - ن) + ۲( - ع) 


که باید مختصات نقطهٌ ۷ در آن صدق کند: 
که باید مختصات نقطه ۷ در ان صدق کند 
ه د ۵ + ۶۵ - آی چد آي < ۲( -۱) + ۵(۲ -۲) 


برای مرکز دایره (و در نتیجه» شعاع آن) دو جواب به دست می‌آید : 
۱ 
۱ 


۱ از 5 و ۵ - ۲ معادلة دایره» یکی از دو 


۵ -- "(۵ - ) + (۵ - 2) یا ۱ < (۱ - ۷) + ۱(۲ - ) 


۵ پاسخ. 
٩‏ < (۳+ )+ (۳+ه) و ۱ (۱- )+ ۱(۲ + :2) 


0 ستح. 
بت 
۵ - "(۵ - ) + ۱(۲ - ه) 


۷ راهنمایی. مختصات نقطه‌های ۸۷۲ و ۸۷ را در معادلة کلی دایره 


قرار دهید و دو معادله‌ای را که بر حسب »0 و 8 و 7 به دست می‌آید» از 


۳۶۳ 


هم کم کنید» به معادلة خطی ه < ۲۳ + ۷۵+ ۵ می‌رسید. (6:,/0)) 
یعنی مختصات مرکز دایره؛ باید در معادله خط راست عد ۱ بقل هم 
صدی کند : 


.- ه << ۲۲۳ + ۷۵0 + 6 
۳ب پات ند مب 


پاستخ. ۰ -- ۳(۲ + ) + (۲ + 7). 

۸ پاسخ. ۱۰۰ -< ۲(۲ - ) + (۳ + 2). 
9 پاسغ. (۱,۰-) و (۵-,۶-). 

۰ مختصات مرکزهای دو دایره جنین‌اند: 


(۱- ۰سا ۴ (۷ ,۶-) دیا 


هدز ضمن طو ل شعاع‌های دو دایره») ۶ تس ۱ ۴۲ ت 1 انا طول 


باره‌حط راستی که دور مرکز ر یه هم وصل می‌کند ) برابر اننستتا نا 


/)٩ +۶(۲ + )-۱ ۷( ات‎ ۷ 


|۷۲ | > 


که برابر است با و نم طول‌های دو شعاع. بنابراین در دایره » از بیرودل بر 


ضریب زاویهةٌ خط راستی که از دو مرکز می‌گذرد؛ برابر مه و بنابراین) 


ان 9۵ 
ضریب زاویه خط مماس برابر بت می‌شود. 
برای یافتن نقطه تماس دو دایره» باید معادله‌های دو دایره را با هم حل 
کنیم. سیس ؛ با در دست داشتن نشقطه تماس ۳ ضریب زاو به حمل مماس؛ 
پاسسح. و حد ۴۴ + ۸ ور م۲ 5 


۳۶۴ 


یادداشت. وقتی مطمتن شویمء دو دایره بر هم مماس‌اند. کافی است 
معادلهٌ دو دایره را از هم کم کنیم. از این‌جا معادلهٌ خط راستی به دست می‌آید 
که همان معادلهٌ خط مماس است (اول آزمایش کنید» سپس دلیل آن را پیدا 
کنید). 

۱ راهنمایی. اگر فاصلهٌ مرکز دایره از خط راستی کوچکتر از طول 
شعاع دایره باشد» خط راست» محیط دایره را در دو نقطه نطم می‌کند؛ در 
حالتی که این فاصله برابر طول شعاع دایره باشد» خحط راست بر دایره مماس 
است و سرانجام اگر فاصلهٌ مرکز دایره از خط راستی بزرگتر ازطول شعاع 
دایره باشد. خحط راست دایره را مهن نمی‌کند. 

پاسخ. ۱) خط راست محیط دایره را در دو نقطه فطع می‌کند؛ ۲) خحط 
راست بر دایره مماس است؛ ۳) خط راست در بیرون دایره است و. با آن؛ 
نقطه مشترکی ندارند. 

۲ راهنمایی. قطر مجهول. از مرکز دایره می‌گذرد و بر خط راست 
مفروض عمود است. 

پاسخ. ۰ < ۱ + ۷ + ۲. 

یادداشت. چون در صورت مساله از خط راست ۲ < ۲ - 5 ره 
عنوان وتری از دایره یاد کرده است؛ باید قبل از هر کار مطمتن شویم. این 
خط راست. دایره را در نقطه فطع می‌کند» یعنی فاصله مرکز دایره از این حط 
راست: کوجکتر از طول شعاع دایره است. فاصله مرکز دایره از خط راست 
برابر ۳۷/۵ درمی‌آید که از ۰۸ طول شعاع دایره» کوچکتر است؛ زیرا مجذور 
۵ یعنی ۴۵ از مجذور ۰۸ یعنی ۶۴ کوچکتر است. پس خحط 
راست مفروض» به‌واقع؛ وتری از دایره را جدا می‌کند. 

۳ راهنمایی. چون نقطهٌ ۰ نقطهٌ وسط وتر است؛ بنابراین» خط 
راستی که از دا (مرکز دایره) و ۳ می‌گذرد» بر این وتر عمود است. 


۳۶ ۵ 


۴ ۱. راهنمایی. نفطه ۷ رارف میحعل دایره انیت و بتابراین حط 


مماس» بر ۷ در نقطهٌ ۷۲ عمود است (د مرکز دایره است). 
پاسخ. ۰ < ۱۳ + ۳ + ۲2. 
۱0۵ . پاسخ. حول راست؛ دایره را قطع نمی‌کند. 
۶ ممعادلة سهمی را می‌توان این طور نوشت: 


۵ نار ۱ 
سس تن ۳ 
۲۳ ی 


۴ 
۵ كِ۱ 
اس هوق آوو) سا مت 
2 + (2 تِ۹ 
۵ ۳۳ 
جح بت بل ٩‏ سس 4 لا تست << 
٩ (9‏ + ۲ 2 


۱۵ 


۹ ۱ 
رف ۳ جت مت 
ٍ ۱ کر 


پاسخ. (9)۳۳ راس سهمی و ۳ تب ۳ معادله محور تقارن سهمی 
ان ای 
۷ نمودار هریک از سهمی‌های ۱) تا )٩‏ در شکل‌های از ۷۰ تا ۷۳ 


حاوة سانه: امتتة: 


۳۶۶ 


۳ 


1۳ 


۷ 


یک ۳ 


-- 


۳۸ ۲ ۱ 
۲ 
۳ 
بت ۱ 
۱ بت اب ره 


شکل ۷۳ 


۸ بای این‌که معادلهٌ درجه دوم 
)۱( ه د ]| + باه 4 و + ری + رون + آجم 
را بتوان به صورت معادله یک دایره؛ یعنی 
(۲) ۲ < (8 - 0) + (۵ - ») 
درآورد؛ با مقايسة معادله‌های (۱) و (۲) در آغاز؛ به این دو شرط می‌رسیم : 

و ود ۵ که و ارم 
در اين صورت. معادلة (۰)۱ چنین می‌شود: 
ه < ] + ره +4 +( + ۳ 2)ه 


/ 


لا تداعس 
1 
1( 


.. . 64 ب ۰ 
ی ی و و 
0 0 


۳۶۰۷ 


۱ 
۴+ + اه < / ۷ 


#/ ۷ < 2 - ۵+ ۶ 


و اين» معادلهُ دایره‌ای که مختصات مرکز (سا) و طول شعاع آن (۰)76 چنین 


ات4 


۲ ۲ ۱ ‌ ۱ 
۴ -- 6 41 0۲ ۲ > 11 و اج )هن 


ژر از همین جاأ) شرط دیگری هم بیدا می‌شود. برای این که » طول شعاع دایره » 
عددی حقیقی باشد باید داشته باسیم: 


۵ خر ۴۳۵7 آيسلد. 0 


۳۶۸ 


در حالت ه << ۴0 ی ات زین شعاع دایره» طولی برایر صفر بیدا می‌کند ) 
ی 5 8 ]/ . ۱ 
یعیی دایره؛ یه همان نقطه + -) یا تبدیل هی سود . 


پاسخ. » و 0 ع< ». ه <ع و ۴۵ < ه + ۳. 


۲) پاسخ. » < 6 < ا. ۰ 67۶ » ع ». معادلٌ سهمی چنین 
می‌شود : 
۷ ۵ 
سس 
تِ 6 7 


۹ ) به ازای ۱- <- ». معادلهٌ (۱) به صورت 


9-۱ + ۲02 - < زا 


درمی‌آید که معادله یک شط راست است و باید مختصات نقطه (۰,۰)() 
بگذرد؛ باید ۱ < 0. 

پاسخ. به‌ازای ۱-- < ه و ۱ << را تابع به معادله‌ای خطی به صورت 
- < لا تبدیل می‌شود. 

4۱ بای متتضانت تعطتهای ۱ ره ور ( )خر محاقلة سهس 

پاسخ. ۱ < 6 و ۲- < 0. 

۳ نمودار سهمی باید از مبداء مختصات بگنرد؛ از این‌جا» به دست 
می‌آید: » < ۵ + ». چون سهمی بر محور 22 در مبداء مماس است؛ 
مبداء مختصات راس سهمی است؛ یعنی طول راس سهمی برابر صفر است. 
داریم : 


۳۶۹ 


اش بت ۳ 0 


۱+ 6 مش -ع) (۱ +م) - جوا 


/ ۱ ای 
سهمی» راسی به طول سح < 2 دارد که باید برابر صفر باشد. 
پاسخ. و << ]| << 0. 


۴( ۳ طول راس سهمی است (مساله ۹ + ۳( را 


و عد ۱ دق دب خت ۷ < 


۱ 4+ 6 
درضمن» مختصات راس 5 در معادله سهمی صدق می‌کند: 


)» +۱( 4+ ۲۵+ ۵+۳ چد‎ ۲۵٩ ۳۵4+ ۴  ه‎ 


پاسخ. ۲ 

۱ ۷ ۱ 

پا سح هوین بر 0 

۶( برای این که سهمی از میبلداء مرختصات بگذرد؛ باید داش ته باشیم : 


و وج ۰ < ده 
۴۲ معادله سهمیی + به این صبو رت درمی آید : 
 < )6۵ + ۱(۵۲ + ۵‏ 


مختصسات راس این سهمی ر (برحسب 0( بیدا می‌کنيم : 


۳۵ ۱ 
9 ۱۱۳ بت 
عم + )| )2 ۷ 


)» + ۱( | ۰ + ۴ 
» + 6 + ۱ 


۳۷ 


مختصات نقطهٌ ۰5 راس سهمی؛ چنین است : 


0 _ 
+ و 6 
سدق ۲ ۷ 


نك 


برای یافتن معادله محان هندسی نقطه 5 باید بارامتر 4 را بين ۶ و لا (طول 
و عرض نقطه 5) حذف کرد. 4 را پر حسب 1 محاسبه می‌کنيم : 


3 ۱ 0 
سب << 6 2 6 < 1 + 61 << سس ت بل 
4 1 ۱ ۳ 0 


و آن رانیة جاع 8 ذو 2 -< 1 (عرض نقطهٌ ) فرار می‌دهیم. 
۲ 


۳ ك ناه 
۹ > # 
۷( برای این که سهمی از نقطه (۲ ,ه) برد باید داشته پاشیم : 


۵ - ۲ | بت ۲ <- 6 د و 
در این صورت. معادله سهمی؛ به صورت 
٩4 ۱(۲ + ۲/۸ ۲۱۰ + ۲ )*(‏ 6) < زا 
درمی‌آید که اگر آن را نسبت به 4 منظم کنیم: 
هد (لو - ۲ +4 ۴۵ - آیو) + ۲۵(۵ + ) 


این برابری» باید به‌ازای مقدارهای ثابتی از 2 و ۷ (مختصات نقطهٌ ثابت)؛ 


برای هر مقدار حقیقی » برقرار باشد» یعنی این برابری؛ باید نسبت به ۵ یک 


اتحاد باشد و داشته باشیم ؛ 


اب 
0 جر از تهج 


و د ۲۲ دا ۱ 
۵ مونست ۲ ۲ بو؟ ایو 


۳۷۱ 


سهمی (*)۰ به‌جز نقطهٌ (۲ ,ه) (که در فرض مساله داده شده است) از 
نقطه ثابت (۲,۱۴-) هم می‌گذرد. 
۸ سهمی (۱) به‌ازای ۲- < ه و ۲ < ها به صورت 


۴۵ - "ون - < ل 
درمی‌آید. مختصات نقطه‌های ۸ و 3 ۳ حل این دستگاه» معین می‌سوند : 


70 - ۱/۴ ۸ ۲- رن تسس 
1 ۱ 


درنتیجه» برای وسط پاره‌خط راست ۰۸۸7 خواهيم داشت: 
| ور ۲سا ی | از 


طول نقطهٌ ۷ ثابت و برابر ۲- است. بس نقطة ۸۷ روی خط راست 

۲- - 2 قرار دارد. ولی برای وجود نقطه‌های برخورد ۸ و ۶ باید داشته 
۴ هه ۴ که وت ها جر ۴-8 

مکان نقطةٌ 1 نیم‌خط راستی از خط راست ۲-  <‏ است که آغاز آن 

نقطهٌ (۴ ,۲-) می‌باشد و به طرف بایین امتداد دارد. [برای نقطه‌های ۸ و 

8 داریم 7۰ < . وقتی شرط ۴ > 7 را پرای 70 به دست آوریم به 

معنای شرط ۴ > لا برای نقطه‌های ۸ و ۶ و در نتیجه نقطهٌ ۸۷ است. | 


)٩‏ به ازای » < ۰6 سهمی (۱) به صورت 
6 + ۲۵2 - ه < ۷ 


۳۷ 


درمی‌آید. نقطه‌های برخورد این سهمی را با خط راست ۱ + ۲ <- ۷ بیدا 


می‌کنيم : 


د ۲6 - آوو ‏ 
(۱) ه ح< 46-۱ (4+۱ظ۲) - ایو چب 6 4 ۲ نله ۳ 


+ 4 <2 /ا 


به ما می دهد . این طول‌ها را !نله لو ۲ بآ می‌نامیم. در ضمن ۱ و ۳ ناه ) شمسسه 
(یعنی به‌ازای هر مقدار ‌( عددهایی حقیقی‌اند» زیرا مبیّن معادله (۱) 


۸ < )۲۵+۱( ۲ -- ۴)۵-۱( < ۴9 +۵ 


همیشه مثبت است : خط راست» همیشه سهمی را در دو نقطه قطع می‌کند. 
آ گر و سط دو نقطه برخورد را " بنامیم برای طول نقطه "۶ باید داشته 


طّ 


۱ 4 ۲6 لد اس 
حیبست ورن 
1 ۲ 
آن‌ها» بتابر رابطه‌های ویت» برابر ۱ +۲۵۰ است). 
وسط باره حط راستی که دو نقطه برخورد را به هم می‌بیوندد» روی همین 
۱ ۱ +4 ۲۵6 
۱ + 2 < ( قرار می‌دهیم تا عرض نقطة " به دست آید: 


۳ 


[مواظب باشد. نقطه 7 روی منحنی سهمی نیست | 


۳۷۳ 


اگر بین دو مختص نقطهٌ ۰ بارامتر ۵ را حذف کنیم» معادله مکان ظ 
با چنتت فی آیلد: 
> + < » 
۱ << لا ج< س ۲ 
+ وا ۷ 
مکان نقطهٌ ۰۳ همان خط راست ۱ +4 2 < 7 است. این نتیجه را» بدون 
حل هم می‌توانستيم از همان آغاز پیش‌بینی کنیم. نقطه ۳ از خط راست 
۱ + 7 << 1 نمی‌تواند خارج شود زیرا این خطء خط راست ثابتی است. 
تنها سهمی جابه‌جا می‌شود و نقطهٌ وسط دو نقطهٌ برخورد» هميیشه روی خحط 
راست ۱ + 1 <- ۷ باقی می‌ماند. محاسبه ما تنها این نتیجه را داشت که 
مطمئن شیم نقطه "1 روی تمامی خط راست حرکت می‌کند نه بخشی از 
آل. 
۰ با کم کردن معادله‌های دو دایره از یکدیگر به معادله درجه اول 
۱ + ۰ < ۷ می‌رسیم (که در وافع » معادلهٌ وتر مشترک دو دايره است). 
اگر در معادلة یکی از دایره‌ها» ۷ را برابر ۱ + 2 فرار دهیم؛ ابتدا طول‌های 
نقطه‌های برخورد و؛ سیس؛ عرض‌های آن‌ها به دست می‌آید : 


و9( :(۲ ,۸4)۱ 
اگر معادله‌های دو دایره را به صورت 
۰ << (۵ - ) + و ۲۰ < + (۵ - 2) 
نویسیم» مختصات مرکزهاء به روشنی دیده می‌شود؛ 
(۵ ,)۲سا :(۰ ,ه) ,سا 


۳۷۴ 


در چهارضلعی ۸4۷ ,ند قطرها بر هم عمودند (خط راستی که دو مرکز 
را به هم وصل می‌کند» بر وتر مشترک دو دایره عمود است و آن را نصف 
می‌کند). بنابراین» برای محاسبه مساحت چهارضلعی» کافی است نصف 
حاصل ضرب طول‌های دو قطر را به دست آوریم. 

پاسخ. ۱۰ واحد مربع. 

۱ ععادله‌های دوسهمی را در یک دستگاه قرار دهید و مختصات 
نقطه‌های برخورد آن‌ها را پیدا کنید : 


(۲,۳) و (۸)۱,۲ 


معادلهٌ خط راست ۸ به صورت ه ح< ۱ + 10 - :1 درمی‌اید و فاصله 
مبداء مختصات از آن برایر بر می‌شود. طول باره‌حط راست ۸۸ د ابر ۷ 
ات 
پاسخ. مساحت مثلث ۸41( برابر واحد مربع است. 
۲ . به یاری دستگاهی که شامل معادله‌های دو سهمی است؛ مختصات 
نقطه‌های ۸1 و ۷ (نقطه‌های برخورد دو سهمی) به دست می‌آید : 
۷ 


۲ ۱ 
سا بت ]۲ ۱- :۱) 1۷ 
3 ۸ ,(۱-,۷۲)۱ 


مختصات راس‌های دو سهمی هم به سادکین به دست هي ار 


می‌بسیم + راس سهمی ۱ ۴2 شته موز ۳ /1 ۳ وله ۷ (یکی از نقطه‌های 
پرخورد دو سهمی) منطبق است. بنابراین؛ چهار ضلعی؛ به مثلث 5۲ ۷/۸۷ 
تبدیل می‌شود. معادله ضلع ۷ 1 از این مثلث» به سادگی به دست ایلد 


) ۷/۷ ( ۰ ۲۵: + ۳ 4 ۱ 0 


۳۷۵ 


پنابراین» فاصلهٌ نقطهٌ ۲ از خط راست ۷۸۷ (یعنی طول ارتفاع مّلث 
۲ ۷ نین است: 
و 1 ۲ 


۷/۲ ۲ ۳ 


گ برای طول قاعده ۷ ]۸۷ داریم : 


ژِ برای فساخت فلت ب 5 ۷ ۷] : 


۳ در متن درس (سخنی درباره خط راست و سهمی در صفحه 
۰) دیدیم وقتی خط راست بر سهمی (به طور کلی بر یک منحنی) مماس 
است که» ضمن حل دستگاه شامل معادله‌های سهمی و خط راست؛ به دو 


جواب برابر برسیم. دستگاه لازم را تشکیل می‌دهیم : 


و ح (۲(۲ - ۳۲ ۲ ۱ 
۰ : تست ۱ ۲ ۲۶۵ + 2 << با 


ای مبیّن آن ود صفر باشد: 


۲ - و حب ه - ۸ 4 ۱۶ <- ۸ 


آن‌ها (یعنی نقطهٌ تماس)» (۱--,۲)] است. 


۳۷۶ 


۲ پاسخ. (۳)۲,۳* ۳ ۸-7 و (6)۱,۲. معادلة 
ضلم‌های مثلث ۸75 : 


زه < ۱ + و :(8) ده > ۸- 4+۲۷ 2 : (1۸) 
م < ۲۸-۷ + ۳۸ : ( ۸۸5 ) 


۵ پاسخ. ار نقطه‌های برخورد دایره و سهمی را ۸ ول 
ب) و لا پنامیم» داریم: (۲--و۱)فت. (۳- ۱سا (۱-ی۱انا و 
(۱-,۲). چهارضلعی ۰۸۳0 یک ذوزنقه با قاعده‌های ۸ و 00 
است (که با محور 22 موازی‌اند). مساحت ذوزنقه برابر ٩‏ واحد مربع است. 

۶ اگر (۷۱ ,۸۱/2۱ را نقطه‌ای از سهمی 2۳ << با و ۸٩۱)2۷,۷۱۲(‏ 
را قرينة ۸۱ نسبت به نقطهُ (۱,۳)نب فرض کنیم. چون دب وسط پاره‌خط 
راست ۸۱۸۲ است. باید داشته باشیم : 


۴ << ( + او ۲ <- 2۲ ۲+ 1۱ 


بنایراین ) برای بیدا کردن معادلهٌ سهمی مجهول (قرینة سهمی 27 < # نسبت 
به نقطهٌ نب باید در معادلهٌ 2۲ <- بل 2 رابه 2 - ۲ و با را یه ۶-0 
تبدیل کنیم که در این صورت؛ به دست می‌اید : 
۲ 4 ۴9 + اوعد وه چت ۲-۵۰(۲) < زو - ۶ 

یادداشت. در حالت کلی» برای بیدا کردن قرینة منحنی (2)/ < ۷ 
نسبت به نقطهٌ (8/ ,باس باید در معادلهٌ (2) << را 2 را به 2 ,۲۵ و 
1 را به 1 -- ۲۵ تبدیل کرد. 

۷ معادله سهمی را به صورت 


6 + و0 + وه < ۷ 


۳۷۷ 


صدق کنند. در نتیجه» به آین دستگاه می رسیم : 
۳ << ع 16٩+‏ » 


و ۷ عحد اج 
۵ - م 4 ۲6 + ۴6 


که از آن‌جا به دست می‌آید : ۷۰۷ < 6 ۷۶۴- << ۰0 ۷۰ < 6 و 


1 ۷۰۱۷۲ - ۴7 - ۷ ۵ 


بحش در.ست عدد 
۱۱۸ دو حالت در نظر می‌گيريم : 
حالت اول) / > > ه در این صورت 


۱ ۱ 
نا ی ها فد 


ب 
می‌شود. 


یی 


. در این حالت 


۳ ۱ 
۲ ۴ (د ۷ ب کي کت کر ز 


و هر طرف برابری» برابر ۱ می‌شود. 
۹ پاسخ. اگر ۱ > » و ه عو ». آن وقت (16 > [»]؛ 
ار ۱ < ». آن وقت 161 < [4]. 


۳۷ ۸ 


اگر » - », آن وقت (ع) ‏ [م] 

در وافع» برای » > ». مقدار [»] منفی و حاصل (10 مثبت است؛ 
در صورتی که ۱ > ۰ > » مقدار [0] برابر صفر و مقدار (0) عددی 
مثبت است. در این دو حالت [6| از (406 کوچکتر است. 

۵. فرض کنید به + < 2 و 8 +4 < ( کی در آن‌ها ‏ و 
عددهای درست و ۱ > ۵ > » و ۱ > ۸ > ه. 

پاسخ. الف) 8 - ه -< ن - 7 ( < 6)؛ 

ب) ۷ - 7 برابر عددی درست است برابر 0 - /. 

به این دو مثال قاری 


برای دو عدد ۴/۷ < 2 و ۱/۷ < [ داریم: (۷) < (12 و 
۳۳ حت ۱۸۷ - ۲۸۷ حد 1 - 1 
برای ٩‏ ۲۸ < ۲ و ۳/۱-  -<‏ داریم : 
٩‏ < (۳/۱-) < (0]) و ۰۸/۹ < (2) 
اعد ۱ ۳۸ 4 ٩‏ ۲۸ عد (۱ ریت ٩‏ ۳۸ حد لا - ن 
۱ ۱) داریم : 


/۱[ + ]۷/۲[ + ]۷۳[ 2 ۱+۱۱ 2۳۱۷۱ 2۳ 
]۷/۴[ + ]۷/۵[ + ]۷/۶[ + ]/۷[ + ]۷۸[ ۵ «۷ ۲ < ۱۰: 
]3/٩[ +... + /۱۵[ - ۷ ۶ ۳ - ۱ 


پاسخم. و 
#یادداشت. این مساله را می‌توان در حالت کلی حل کرد و مجموع 


۸4 - ]۷/۱(+ ۷/۲ + ۱/۳ ۰۰۰+ 


۳۷۹ 


را به دست آورد. در آغاز به نکته‌ای توجه کنیم. ع 6 می‌گيريم ؛ در این 
صورت 

اگر ۲۳ > ۵ > ۱۳ آن وقت ۱ < [۱/6: ۲ عدد؛ 

اگر ۳۲ > ه > ۲۲ آن وقت ۲ <- [۵/:: ۵ عدد؛ 

اگر ۴۳ > » > ۳۲ آن وقت ۳ < [۵/]: ۷ عدد؛ 


و به طور کلی 

اگر "(6+۱) > ۵ > 1:۳ آن وقت ‏ < [۵/:]: ۱ + ۲1 عدد؟ 

تیجة اخیر روشن است: از ۳ تا "(۱ + 6) [با به حساب آوردن ۸:۲ 
و به حساب نیاوردن ۱(۲ + 1)]؛ به تعداد 


۰+۱ ۲ < 6۲ - (۱ + ۲۸6 + 6۲) < ۲ - (6+۱) 
عدد وجود دارد. به اين ترتیب» مجموع ۸ به صورت 
۴٩۰.۰4 )۲ ٩+ ۱(/6 ٩+,‏ ۳+۹ ۲+۱۷ « ۵ +۱ ۳ << ۸ 
درمی‌آید. ولی تا کجا باید ادامه داد. با مثال روشن می‌کنيم. فرض کنید : 
۷/۰۰۰۱ + ...+ [۷/۳] + [۷/۲] +۷۱ - 1 
ببینیم عدد ۰ بین کدام مجذورهای کامل متوالی است؟ 
٩۶۱ > ۱۰۰۰ > ۱۰۲۴ << ۳۱۳ > ۱:۰۰ > ۲‏ 


ابتدا مجموع عددهای از [۱/] تا [۹۶۰/] را محاسبه می‌کنیم با توجه به 


(۱( و ات ۳ م۱ ۷۷ بل ۷ مز ۵ ۱ ع. ۲ << ۷ 


۳ ۸ ۵ 


آن‌جه باقی می‌ماند» عبارت است از مجموع 
[۷/۱۰۰۰] + ...+ [۹۶۲/] + ۹۶۱ -- ۸ 

روی هم ۳۰ جمله و هر جمله برابر ۰۳۱ پس 
(۲) ۳۱ ۴۰ +۳۰ ۶۱ ۳۳4.4 ۲4-۱۷۲ ۵ ۳۳۱۷۱4 - ۷ 
مجموع ۷ را؛ بدون جملهٌ آخر» در حالت کلی به دست می‌آوريم. هر 
جملهٌ این مجموع به صورت /(۱ + /۲) است : 

۱۶ + ۲۶ ),.۱(6,.۰ +۲4)و...,۳ < ۲۸۷ < ۱,۵ ۳ 
او جمله عمومی این دنباله. یعنی ۱(6 + ۲) را در نظر می‌گیریم : 

(#) + ۲۸۲ < ۱(6 + ۲) 
در برابری (*)۰ به ترتیب به جای :۰7 عددهای از ۱ تا 7 را قرار می‌دهیم و 
زیر هم می‌نویسیم : 
| علد 3 24 ۲ب [ ۸۶ ۴ 


۵ «۰ ۲ - ۱۲۲۲ 


5 ۲ . 8 ۳ 9 ل " "۳ "۳ "۳ "۳ 


ود ۲ و۲ ح< 1 < (۱ + ۲۶۸ ) 


این برابری‌ها را با هم جمع می‌کنيم : 
«(۱ + (۲) ۲4۷۰۳4۰4 ۵۷ +۳۱4 
(۲+... +۳ +۲ +۱) +( ...+ ۳۲+ ۲۲+ ۲)۱۲ - 


۵ + ۱()۲ + وم - را کت پر دی 


۳۸۱ 


که اگر ۰ < « بگیریم؛ مقدار 1۲۱ به دست می‌آید : 
1 ۱ 
۷۵ - ۱۲۵ ۳۱ ۷ ۳۰ #« ات 


اکنون کافی است ۳۱ « ۴۰ یعنی ۱۳۴۰ را به ۸۱ اضافه کنیم تا مقدار 
۲ به دست آید: ۲۰۶۱۵ < ۸. 

توجه کنید: برای محاسبة مجموع 7 عدد پشت سر هم و همچنین 
مجموع مجذورهای 1۱ عدد پشت سر هم مسالهة ۲۴۶ را؛ در جلد اول 
ریاضیات محاسبه بپینید. 

۲ در آغاز به نکته‌ای توجه کنیم: فرض کنید عددهای مثبت : و # 


درست نباشند و در ضمن ۷ + 2 عددی درست باشد. آن وقت 


)2[ + )۷( ۱ 


۱ ۱۸/۳۱ + ۲۳۸۷ و ۵ < ۱۸۳+ ۲۸۷ 


(0 


و ۳ ۱" ۷( 
1 


آن را دو بار زیر هم می‌نویسیم (یکبار از چپ به راست و بار دیگر از راست 


به چپ) : 


ی 
۲1 11 ۶۸ .۰ 1 
و ۱ أ 1171 
یه 
11 


از مجموع این دو برابری به دست فم. این 


)+( ۰( ۰(ج)) - 
(8) ۷2۰ )۰ ((ج) و۳ 


در هر برانتز دو مقذاری که هرکدام داخل نماد ۲ 1 هستند» عددهایی غیر 
صحیح اند (زیرا 7 و 1 نسبت به هم اول‌اند) و مجموعی برابر یک عدد 


درست دارند. 
1 111 1 
عت 1۲ < -- د ((۱ - (1) 4 ۱ ح< - (۱ ی 
۸ 11 
۳111 


نابراین+ طبق آن‌چه در آغاز حل اشاره کردیم» مقدار داخل هر پرانتز در عبارت 
۵5 برابر واحد است و چون دارای (۱ - 7) جمله است (چرا؟) بنابراین 


۱ 
(۱ ۳ ۳1 نم ند | ب چات ۲ 
۱ می‌دانيم» برای عدد درست / داریم : +21 ح [ + ]. 
بنابراین معادلة مفروض؛ به صورت زیر درمی‌آید. 
۶ [ع] ۲ - ۲- [ع] - ۲ - [ه] +۱ + [ها 


پاستع. ۷ > 3 > ۶. 
۳( پاسخ. ع 2. 
۳( 9 مش مجهول 19 از درحه دوم تست با جح ۳9 ژ 


۳۸۳ 


پاستخ. ۲ > ۵ > ۱و ۵ > > ۴. 

۱ ۱ ف بت اقا ۲ 
۲ پاسخ. > +۲ < 2 (2 6 )۰ چ + 2 5 (2 6 ). 
۵) باید داشته باشیم : 


۱ > 2۲-۵41۶ ۲ 


که منجر به حل این دستگاه می‌شود : 
ی سس ۵ ۱ ۲ 2 ۶ 4 ۵ - "۲ 
ه < ۵ + ۲-۵2 ۱ < ۶ + :۵2 - آ و 


برای برقراری نامعادله اول باید داشته باشیم ۲ > 2 > 1۱ و برای. برفراری 


9 ۷۵ + ۵ 
نامعادله دوم : ییا ون 


2+7۵ ۵ - ۵ 


۶) پاسخ. ۲- > * > ۷/۵ و ۷/۵ > 2 > ۲. 
۷) پاسخ. ۳ > 2 > ۲ و ۱- > 2 > ۲-. 


۱ 
۸ د "وم مقداری مشت: است: نتاپراین 


لو 
۵ سس مت ۴ 


ببینیم ۳2۱ + ۳ جه عددهایی می‌تواند باشد! روشن است که این عدد؛ 


نمی‌تواند منفی باشد. زیرا » < #. همچنین. این عدد» نمی‌تواند از ۲ بزرکتر 
باشد؛ زیرا با فرض 


۵ ۳۵4۳ - ۲ چد ۳ < و۳ + آون- 


۳ ۱ 
۲ ۳ ۳ ده 
به نتیجه ۰ > ع ۳ ( - ) م‌رسيم که ممکن نیست. پس 7 می‌توند 
برابر و ۱ یا ۲ باشد. به این ترتیس: سه دستگاه زیر برای بیدا کردن جوابت 


۳۸۷۴ 


معادله به دست می‌آید : 
فا و رس ۳ 
۲ تطن ۱ ۱ > - 4 2 > وه 
3 ۲ ۱,4 عد :1 ؛ ۲ كِ :۱1 
ی ۱ ۱ > ۳۸ + آیو- > ه 


۱ 
بیع 
5 "۳ ۱ 

۳ > ۳۶ + او > ۲ 


که هر دستگاه منجر به دستگاهی شامل ۲ نامعادله می‌شود. به عنوان نمونه 

دستگاهی را که به‌ازای ۰ - ۲ به دست می‌آید: حل می‌کنيم. این دستگاه 

شامل ۴ نامعادله است. ۰ > ۳2 - اه و ه < ۱ + ۳2 - 7۲ و 
۱ ۳۳ ۰ ۱ ۱ 

۵ ۰ چ اس تن ت ض + "2.نامعادله 0 ۳ > + "2 هميشه برقرار 

است. بنابراین باید جواب‌های مشترک سه نامعادلهٌ دیگر را پیدا کنیم. تامعادله 


۱ 
۰9 ۲ وی متجر به این جباب می‌شود: 


0 آَآ۷ ۷۲ 
۲ ۹ ۲ 
نامعادله ه < ۱ 4 :۳ - 2 منجر به جوات 
۱ ۱ ۱ ۱ 
و سرانجام» برای نامعادلةٌ » > ۵ - 2۲ به دست آیل: 


(۳( وا 9 


مقایسه (۱) و (۲) و (۳) با یکدیگر ما را به این نتیجه می‌رساند که جواب 
فنشتگاه انست: ۷/۵ - ۳)< 9 


۳۸ ۵ 


و ۱ ۷ 
پاسخ. (۷/۵ ۳)ج که > ۲ 
م ۱ ۱ ۱ 
۷۷۲ 


۹( راهنمایی. از اتحاد 7 ک |۱۲ نت لد 5 استفاده کنید. (مثال 
۵ را در متن درس بینید). 

پاسخح. > 2 > ۱- و ۲ > 2 > ۲ 

۰) معادله مفروضء هم‌ارز است با نامعادله 


۱: 2 > ۲ 


به + < 2 می‌گيريم (2 6 ۶ ,ا اه ه). بنابراین» به اين نامعادله 
می‌رسیم . 

۱ > ۳ + ۵1 > (۱) 

نابرابری‌های (۰)۱ به‌ازای ۱ <- / برقرار است» زیر منجر به نابرابری‌های 
۱ > ۵ > ه می‌شود. به ازای ۰ و ۲ < ۰6 تابرابری‌های (۱) 
برقرار نیستند (آزمایش کنید!). برای ۱- < :1 تنها وقتی نابرابری‌های (۱) 
برقرارند که داشته باشیم » < ب6. برای ۲- ک ‏ به دست می‌آید ۴ < 6۲ 
و 0 > 1 در این حالت؛ برای 2 تعد‌دیق شرگز از ۱ به دست می‌آید. 
مثلاً برای ۲-- -< بل با توجه به نابرابری سمت راست (۱) 


۱ < به جت ۲ ۰ ۴۲۵ چت ۲ > ۵۷ + " 
یر 


مک تسا 


پاسخ. ۲ > 2 > ۱ و ۱- < بو 
یادداشت. این معادله را با آزمایش هم می‌توان حل کرد: 


۳۸۶ 


رای ۱ > « > ۰ به دست می‌آید * > [2] و » > [ه]ت و در نتیجه 
۱ و ۰ - [[ع]ه| 


درتیجه 
(مریب): 1 سآهه 


۴۱ < ماد 
پرای ه > 2 > ۱- به دست می‌آید ۱- < [2] و ۱ > (هانه > ه 
۱ و ۰ < [[ت]ه| 
آکی اد 9 آن ففت + :|| و ۱ ان از 
(جواب) ۱ - [[ه]ه| 
اگر ۱- > 2 آن وقت ۲- > [2] و ۴ < 2121 و 


و ۴ < ([2]2) 


۲ فرض می‌کنيم : 


عس س(لچ | - تچ 


۳ 


۳۸۷ 


بنابراین باید داشته باشیم : 
۲۵۵ > ۲+۲ > سب 5 7 
۵ ۷ > 2 > ۲ 1 ۲7 


)۱( 
در دستگاه اخیر» اگر واسطهٌ 2 را کنار بگذاريم به این دستگاه می‌رسیم : 


۱ج > « ۱ 


۵ + ۲۳۰ > 1۳+ ۲ 
۰۳ 7 > ۲ < : ب ۱ 


۵ +۲۳ > ۲ + ۲۰ 
یعنی 17 می‌تواند یکی از عددهای ۰-۱ ۰۰ ۱ یا ۲ باشد. و برای هر حالت 
جواب از دستگاه(۱) نه دست می‌آید. 
پاسخ. ٩‏ و اد ما وک ۲ ها که ۵ ۷ که و > بر 
مجموعةٌ جواب را می‌توان به این صورت نوشت : 
٩(‏ ,۸] لا (۳,۷ ۱ (۲ ,۱] 
۲) ار معادله را به این صورت بنویسیم : 
۱(۲ - آ) ع ۱ +4 ۲و۲ - اج ۱ + [2] 


نتیجه می‌گیریم : 


۱ < م چد ۱- < [2] چ- ه < ۱ + [2] 
از طرف دیگر با فرض ۲ < ۰ خواهيم داشت : 
2 > آه] و « > ۲۵۲ 
و در نتیجه» از مجموع آن‌ها به دست می‌آید: 
۳ > ۲۵ > هن د 2 > [ه] + ۲۵:۲ 


۸ با ۳ 


که با فرض مساله یف "ها | اد ۲۵ .سازگان نیستت: 
به این ترتیب باید جواب‌های معادله را با شرط ۲ > 2 ک ۱- پیدا 
کرد: 


اگر » > 2 > ۱-. آن وقت ۱- <- [7] و به دست می‌آید: 
۵ د. ۱(۲ - آ) چ ها ۱ ۲۵ و 


اگر ۱ > 7 > ». ان وقت ۰ < [2] و به معادله 


و ات آو۲ - بو 


می‌رسیم که تنها » < 7 با شرط ۱ > 2 > ه سازگار است. 
اک ۲ ۶ ۵ 5۱ انزففت ۱ دا زان 


ح اب۲۵ مت زو 


که جواب ۰۷/۲ + ۱۱ <- 7 از این معادله قابل پذیرش است. 
پاسح. وس ح رو و ۲ ۰۱/۲ ۱/۱4 3۴. 
۲۳ روشن است که اگر 7 < [:2]. آن وقت باید داشته باشیم: 


۱ 


7 < [2] تا حاصل ضرب (12 ۰ [:] برابر واحد شود. 


پاسخ. 2 + ۰ < » (۳ 6 «). توجه کنید. عده (2) هميشه نامنفی 
است و بنابراین » < [2]؛ 27 نمی‌تواند عددی منفی باشد. ۰ < 7 هم در 
معادله صدق نمی‌کند» پس ۰ < 2. به همین دلیل در جواب معادله ۲ را 
عددی طبیعی گرفتيم. 

۳۴۳ فرض می‌کنيم : 


(2 > ۰) :7 < . سب > [2] 


۳۸۹ 


بنابراین» باید داشته باشیم : 


: ۳ 
۲۳۰۰۷۵ > "2 > ۲ 1 «۳ 0 و 


7۲ > 3 > ۲۲۷ ۸ ۱ ۲۵۲ > 2 > )۳ ٩+ 
1۲: > ۱ 


از این جا؛ به آين دستگاه؛ نسیت به 4771 می‌رسیم : 


| ۰۲ > ۳۶٩+ ۵ 
۳7۲ + ۲ > )۳۰ 4+ ۳ 


نامعادله اول را به صورت ۵ +۳۵4 + ۳(۱۲- > (۳ - )۱۰۲ 
می‌نویسیم. به‌ازای ۳ < 77 مقدار سمت چپ نامعادله غیر منفی و مقدار 
شمت راسنت آن منقی مي‌شنود. بنابراین: ۲ > 78 

نامعادلهٌ دوم به صورت ۱ < (۳ + 7) "70 درمی‌آید که به‌ازای 
۳- > ۰77 سمت جب نامعادله نامثت می‌شود. بنابراین ۲- < (. 

در نتیجه باید 77 را برای عددهای ۲- ۰-۱ ۰ ۱ و ۲ مورد استفاده 
قرار داد. با در دست داشتن 7 می‌توان دستگاه‌هایی» هر یک شامل دو 
نامعادله برای به دست آوردن 7 تشکیل داد. مثلاً برای ۲- < 77 به دست 


می‌آید 
ید هبور چه نب ۲- 2 [2 
۳ ۳ 
جح ۴( 2 ۲ لا ها 3 
۱ ۳ 
اس ی لته اس 
ی 
 -/۴ > 2 > -۱‏ زب 


ن ۵ ۳ 


3 قا ‏ وی ؛ ۱- < [2] 
تِ ۳ 
یک ۲ ۲ ت- ۰ ۳ ند 00 
> ۳ زا است: ۱ ۳5۹ ۳ ۱ 
۵ > 2 > [ سس 
۲ > "۲ > ۱- ۳ 


9 7 > | س ۱ 


مس 


که اگر جواب‌های این دو حالت را با هم در نظر بگیریم» به این جواب 
می‌ رسیم : 
و > 2 > ٩/۴‏ 
به همین ترتیب» می‌توان برای بقيهٌ مقدارهای ۰۲ دستگاه‌های نامعادله‌ها 


را تشکیل داد و جواب‌ها را به دست آورد. 


پاسخ. ۰ > 2 > ۷/۴ - و ۷۱۱ > 2 > ۷/۵. 
۵ برای حقیقی بودن ۰/2 - ۷/2 باید داشته باشیم: 


ح 5 با فاد 8 


ه < 7 در معادله صذدق نمی‌کند. برای ۱  <‏ به دست می‌آید : 


۲ < (ه] + ۷/۰ ,۲ < [ه] +۱۰ < [ه 


استت. 


پاسخ. معادله جوابت ندارد. 


۳۹۹ 


۶) اگر فرض کنیم ۵ + < 2 (2 6 و ۱ > ۰ > ۰) داریم: 


. ۳۳۹ ۳ 
,| +م| +ه- | جه +ه] < | جع 
۸ - [ه + ] - [ه 

۷ -- ۲ ۷۸ 4 ۷ - ۲ 
0 ۳ 


که اکر در معادله فرار دهیم؛ بعد از ساده کردن» چنین می‌شود: 


۳ 
)۱( ۸+۷۵ - | +م| ۲ 
دو حالت در نظر می‌گیريم : 


حالت اول * > به. در اين حالت به برابری 
۲۱( ۷۵ - ۲ << | 
, ۵ ۳ 1 
می‌رسيم و چود: 7 > 0 2 ۰ در نتیچه 


۱۹ 
۴ کچ مه بسانت 
۸ 


۸ عددی درست است» بنابراین می‌تواند برابر یکی از عددهای ۲ ۱ 


حالت دوم ۱ > 6 > در این حالت » برابری (۱) به صورت 
(۳( ۷۵ - ۵ < 6 


ق ۱ ۵ 9 
درمی‌آید؛ یعنی با توجه به این که ۱ > ۵ ک ۰ به دست می‌اید : 
۵ ۱ 
سب >> > ۲ 

#۸ 


۳ 


یعنی 6 می‌تواند برابر عددهای -- و 9 باشد که با کمی برابری (4۳ 
مقدارهای ۵ هم به.دست می‌آید. 
پاستخ. معادله ۷ ريشه دارد : 


۲ ۳ ۱۰ 
۱ ‌ 
3 9۷ 


۷) مي‌دانيم ۱ > 2 518 > ۱- و ۱ > 6092 > ۱-. بنابراین 
اه صزو] ۲ 092 در سه حالت ممکن است با هم برابر باستلد : 

الف. وقتی ۱-- < [ه طو] و ۱- < [2 08]. سینوس و کسینوس 
یک کمان» تنها وقتی هر دو منفی» یعنی بین صفر و ۱- هستند که انتهای 


| ان 


کمان بل در ربج سوم دایره مثلثانی باشد) یعیی 
۳۹7 
+ ۲۲۲ > 5 > 7 + ۲/۲ 


ب. وقتی که داشته باشیم ۰ < [7 09| < 2 طذو]. انتهای کمان "2 
در دبع اول دایره مثلثانی اه 


۹ 
ِ د ۲۲ > ۲« م۲ 


ج. وفتی هر دو مقدار 2 810] ۴ 2 ومع] برابر و احل باسشند, در این 
از واحد بزرگتر نیستند؛ در ضمن هر دو با هم نمی‌توانند برابر واحد باشند). 
7 ی هد 
پاسخ. ۳ ۲۲٩+‏ > 2 > ۲۲ و - + ۲۸۲ > ۰ > 7+ ۲۲۲ 
(۸ ع :1). 


۳۹۳ 


۸) باید داشته باشیم : 
۲ > 6097 +4 2 910 > ۱ 


برای این که مجموع 72 09 + 2 518 از ۱ بزرگتر باشد؛ باید هم 2 510 و 
هم بآ ای همست باسند) یعی انتهای عمان بل در ربع اول دايره مثلئاتی (با 
به حساب آوردن دو انتهای این ربع) فرار گیرد. 


(62 ) رگ +۲ > » > ۲۸۲ 
٩‏ باید داشته باشیم : 
)۱( ۱ > وی + 7 ط[و > ه 


روشن است که ۶ 817 و 2 605 نمی‌توانند هر دو منفی باشند. زیرا در این 
صورت » مجموع آن‌ها منفی می‌شود. هر دو مقدار 81137 و 1 005 عددی 
مثبت هم نمی‌توانند باشند» زیرا با فرض » < 27 917 و ۰ < 2 005 فرض 


۱ << ۲ و۵5 2 510 ۳۲ 4 ۱ آي دب موی + 2 وزو ع< 6 


۲ و در نتیجه »۰ از واحد بزرگتر می‌شود که با شرط (۱) سازگار نیست. 
به این ترتیب» 7 17 و 7 ۰005 علامت‌های مختلفی دارند؛ در ضمن 
باید مجموع آن‌ها عددی مثیت باشد» یعنی از دو مقدار < طذه و 2 605 آن 
که قدر مطلقی بزرگتر دارد مثبت است. 
پاسخ. اگر انتهای کمان در ربع دوم باشد: 


۳ 7 
(۸ ع ) > +۲۲ > > +۲۲۲ 


۳۴ 


و اگر انتهای کمان و ربع چهارم دایرةٌ مثلثاتی باشد: 


۷ ۱ 
۲۳۳+ > « > ۲۸۳ + ۲۶ )8 6 2( 


۰ پاسخ. + ۲۸۴ > « > چ + ۲۲( 6) 
۳۱( پاسیخ. + ۲ > ۵ > 7۲ 1 ۲۸۲( 6 ). 
۲) برای حقیقی بودن رادیکال سمت چپ برابری» باید داشته باشیم : 
م < ۴ +۳ + ۷2۲ چ ه < ۴۱ ۳۵4 + »۷-] 
ویاه < (۴ + :7()۷ ۰/۱ که از آن‌جا به سادگی به دست می‌آید : 


۴ 
)۱( اس مج 
هو 


از طرف دیگر چون ۱ > 2 518 > ۱-) پس 
۳ 7 ۲-10 > ۱ 


1 ۳ ۱ دوع دی او ان 9 1 


۱ ۱ 7 ۳ 
و در نتیجه از ۱ بزرگتر و 7-- از ۱/۵- و در نتیجه از مب - کوچکتر 


است). بنابراین 
۳ 4 زوا ۲ ۱24 
از آنجا [2 517 - ۲] تنها مقدارهای ۱ و ۲ را می‌تواند پپذیرد. اگر 
۱ ع [2 زو - ۲] < [۴ + و۳ + »۷ 
آن وقت باید داشته باشیم : 


۲ »> ۴ و۳ لد اج ۷ 
۲ اه زا ووات ۲ 


(۳ 


کِ 
- 


سر 


۳۹۵ 


نامعادله اول دستگاه (۰)۲ شامل دو نامعادله است : 


» <د ۲ - :و۳ - آبو۷ 0 ۲ > ۴ +4 ۲2 + ۲و۷ ۱ 
م > ۳2۲-۳ ۷۵۲ | ۰ ۱ < ۴ + ۳2+ "۷7 


از این دستگاه به دست می‌آید : 


۳ + ۵ ۳ + ۳ 
(0 ۳ 


۵ ۹ یم ۳۳۷۳ 


جون ۹ ۸ بح ۳ و هر دو عدد هم 
در نابرابری‌های (۱) و هم در نابرابری‌های ۳9 ۲ > ۱ صدق 
می‌کنند» بنابراین» مقدار 2 که با شرط (۳) معین شده است جواب دستگاه 


۲ -< [2 وزو - ۲] و ۴ -< [۴ + ۳2 + ۷:۲-] 
که منجر به دستگاه نامعادله‌های زیر می‌شود : 


| ۴ > ۰-۷۲ + ۳۶۰ 4+ ۴ ۵ 
۱ (۳( 


۲ > ۲ - 510 7 ۳ 


در آغاز به نامعادله‌های جبری دستگاه (۴) می‌بردازيم : 


۲ 
اس |چد- ع) ۷- ۳۹ و > ۱ - ۳ + ۷۲ 
و << ۳2 + آو۷- 


نامعادله اول ونتنهگاه اخیر شمشه برفرار ات ۴ نامعادله ی آن نیا جواب 


> [| 


۰ > 2 > 


۳۹۶ 


می‌رسد. ولی اگر » < 27 آن وقت ه < 2 طذه و ۲ > و وژو - ۲؛ در 
نتیجه برابری ۲ - |27 0و - ۱ شض می‌شود. تنها ۰ <- 7 در نامعادله‌های 
دوم دست‌گاه (۴ ) صدق می‌کند. 

پانیر مسا ۱۷۲+ ۳+۰۷/۶۵ 

و حت ناد و 1 ۳ ۱ ۰ 

۲۳ ۲ > [۰]2 به معنای ۲ > است» یعنی 2 می‌تواند هر 

۲) پاسخ. ۳ > 2؛ ۲) ۳ < ؛ ۲ جر ۲و 

۵( عبارت سمت چب نامعادله قابل نجر به است : 


۶ >۱- < ۰ > (۶ - [ع])(۱ + [ه]) 


از آن‌جا ۶ > 2 > ۰؛ ۲۶ > تیا ۲ < 2؛ ۷) عبارت سمت چپ برابری 


۰>(- )۱ - ها 


چون ۱ > ([2) > ». پس » > ۲ - (2). بنابراین» باید پرانتز دوم مثبت 
باشل : 


7 < (م) ده < 2 - (ه) 


.)» (+ 3 > 8 > ۰ ٩+ ۱ پاسخ.‎ 

زر ۳ 

۱) پاسخ. ۲ > ۶ > ۱ و ۳ > ۷ > ۲ 

+ ع هو +۲ 0-2 (9 6 ) 

۳ راهنمایی. (۴ + ۷ + ۰12 ۱۱ + 2] و [۱ -- | عددهایی درست‌اند» 
بنابراین ۷ - ۱۸ و ۷ - 5 - ۱۸ و در نتیجه 7 و ۷ عددهایی درست‌اند و 


۳۹۷ 


داریم : 
0-۱-۷-۱ ,۱ +ه- [۱ +ع] ,۲ +وده < ۴ + و ها 


پاسخ. ۴ حد وی ۸ لا 


دو معادلهٌ دستگاه با هم ناسازگارند. دستگاه جوابی ندارد. 

۵ طول راه را 2 کیلومتر می‌گیریم. چون بعد از پیمودن هر ۳ کیلومتر؛ 
استراحت می‌کند» بنابراین تعداد استراحت‌های او برابر ۳ مشزده یقن از 
این توقف‌ها یک ساعت و بقیه هر کدام ۷ ساعت (۱۰ دقیقه) طول می‌کشد» 


یعنی میزان استراحت او ؛ بر حسب ساعت برابر است با 


و( و 


پیاده از ۳ صبح تا ۱۴ ظهر در راه بوده (روی هم ۸ ۷ | گر زمان 
توقف او را کنار بگذاريم به اندازة 


1 ۴۳۳ ۱ ۱ 
عم ۶ ۴۱۱اع ۶ 


راه رفته است. سرعت اده ۵ کیلومتر در ساعت است. به این معادله 


(ساعت) 3 


۳۹۸ 


۳ ۲۱۵ -- 
۴ ۵ 2 ۲۵۹۲ > ۵ 
1 ‌ ۳۲۱۵ - 7 ۳۲۹ ِِ ۸۳ ۰ 
۴۳ ۵ 


و ی ۳ 
۲ کر هد ۱ 2 
ت‌ ۱ ۹ ۰ ۰ 7 ۲٩‏ 


و چود 1 عدد درستی است؛ بنابراین ۲۰ < :2. 
۶ ۱) تابع (2) < را می‌توان به صورت [ه] - > لو توشت. 


2 << 1 << ۱ > ۶ > ه 


در وافع؛ وفتی اه ۰ آن وقت 0 مج ایو | ون جواعد رن به این ترتیب 
نمودار تابع [12 < #» در اين فاصله پاره‌خط راستی است روی نیمساز 
ربع اول که از مبداء مختصات آغاز می‌شود تا نقطهٌ (۱,۱) ادامه دارد. مبداء 
مختصات به نمودار تعلق دارد» ولی نقطة (۱ ,۱) جزو نمودار نیست. طول 
این پارهخط راست برابر ۱/۲ است. به همین ترتیب: 


۱ لد وج ۱ 4 2 | 


باره‌خط راستی موازی تیال ۳2 اول که از نله [ه "۱ آغاز می‌شود و در 
نقطهٌ (۱ ۰۶ ) پایان می‌یابد. آغاز این پاره‌حط راست جزو نمودار است و بایان 


آن به نجوداز. تحلق نلاند. 
۱ + 7 ع< لا چد ه > 2 > ۱ 


۳۹۹ 


پارمخط راستی با آغاز (۰ ,۱-) و پایان (۰,۱). نقعطة آغاز جزو نمودار 
است» ولی انجام آن به نمودار تعلق ندارد. 


به طور کلی» اگر 2 ع 7 آن وقت 


4۲ ۲ << 1 ج- ۱ + ۲ > 8 > 1 


نمودار 271 لا را در شکل ۷۵ می‌بینید. 
یادداشت . در تابع [2] - 2 < رل اگر 2 را به 7 + 2 تبدیل کنیم 
(2 6 )۰ مقدار ‏ تغییر نمی‌کند : 


10 - [ن] - (9 + ۵) < | + 2] - ( + 2) > ۱ 


1 < [2] - و < 


جنین تابعی را در ریاضیات تابع متناه ب و ۲ را دورة تناوب آن مت در 
تابع [2]- 2 2 1 عدد ۱ کوچکترین دور تناوب مثبت تابع است که به آن؛ 
دورة تناوب اصلی؛ یا اغلب به طور ساده؛ دورهٌ تناوب گویند. 

به طور کلی» 7 را برای تابع (762 < 7 دورهٌ تناوب گویند» به شرطی 
که داشته باشیم : 

ها < (1 + )۶ 

اگر تابع (7)2  -<‏ تابعی متناوب با دوره تناوب 1 باشد. برای رسم نمودار 
را در فاصله‌های ۲7۲ > 2 > 7 يا ه > 2 > 7 و غیره تکرار کنیم؛ 
تابع‌های ساده مثلئاتی را ببینید). 


۴۵9 


۴0 


شکل ۷۷: |۲۱ < 
شکل ۰۷۹ ۲۸21 


حّ پا 


۵ 7و 
* تس 
تسم 

ی | + ی 
۴ 

مجح ۱ 
تج 


۲( سس نمودار تابع ۳ ح لا رسم می‌شود ؛ البته در این جا؛ بایل دعییر 


2 را) در فاصله‌هایی برابر ‌ در نظر گرفت: 


بخشی از نمودار تابم ۱۳3 << را در شکل ۷۶ می‌بنید. 

۲) شکل ۷۷ را ببینید. 

۲۴ شیوهُ عمل شبیه (42 -< ۷ است؛ تنها تفاوت در این است که در 
تابم (۲2) < ۷ باید فاصلك تغیر 2 را از صفر تا 7 یا از > با ۱ و غیره 
انتخاب کرد. نمودار را در شکل ۷۸ می‌بینید. 

۵) نمودار :۲1 < ۷ در شکل ۷٩‏ داده شده است. ۱ 

۶ تابع برای ۱ 2 7 و ۰ > 7 معین است. زیرا مخرج کسر؛ یعنی 
[2]؛ برای ۱ > 2 > ۰*۰ برابر صفر می‌شود. داریم: 

او بت لو چ ۱ کب که ۷ 
7- < [ << ه > 1 > [- 
2 د لا ج< ۲ > 2 > ۱ 
نمودار تابع» در فاصله ۲ > * > ۲- در شکل ۸۰ داده شده است. 
توجه کنید : اگر :1 عددی درست و مخالف صفر باشد در حالت کلی 


داریم : 
۱ ۱ ۱ 
3- < 1 << ۱ + ۷ > :2 > 11 
17 


۴۳ 


شکل ۸۱: آد-] ‏ ز شکل ۰:۸۲ از ک 9 


+ زا ۱ وه خه ٩‏ خ ون > ه 


ی( و ٩‏ تا 6 خرن ۷ 


نمودار تابع [:2/]  -‏ را در فاصله ۴ > > » در شکل ۸۱ می‌بینید. 


#۸( داریم : 


سس بت زا اجه ۱ات به این بکه ۲ 
8 و چد ه > 2 > ۱- 
»و < ۷ ج< ۱ > ۲ > ه 


۴ ما( 


۷ « با زوج است و یا فرد. در هر حالت درستی برابری را آزمایش 


می‌کنيم : 


۰ 


الف) ۲۸ < 7 (:/۰ عددی طبیعی است). داریم : 


9 


ب) 4+۱ ۲6 < 7 ( 6 ). به دست می‌آید : 


۱ 


۱۸ . اگر داشته باشیم : ۱ > 2 > ۰ به دست می‌آید : 


۱ 
۸+ | - ۱۸-« 


۱ ۱ 
۰ <۱۸+۱ -[۱ +6] + | جع 


( ۲ > ۱ > ۲ چ ۲ < [1۷ 
به این ترتیب : 


۰ سس اه ۸ که ۲ نج ۱ > و بکه ۲ س 
۶ > 1 > ۱ چد و > 2 به |[ س 
( > ۷ > ۰ << ۱ > 8 > و 


۲ اج ۲ ه .از ک ۱ 


مجموعهٌ نقطه‌های (/,:2): در صفحه محورهای مختصات؛ به صورت 
زنجیره‌ای از مربع‌های به ضلع برابر واحد (شکل ۸۳) درمی‌آیند. نقطه‌های 
واقع در درون مربع‌ها و نقطه‌های واقع بر ضلع‌های سمت چپ و پایین هر 
مربع به مجموعه تعلق دارند» در حالی که نقطه‌های واقع بر ضلع‌های بالا و 
سمت راست هر مربع عضو این مجموعه نیستند.در شکل ۰۸۳ ضلم‌هایی از 
مربع‌ها را که» نقطه‌های واقع بر آن‌ها» متعلق به مجموعه نیستند» به صورت 
نقطه‌چین نشان داده‌ایم. 


۴۴ 


|  ]2[ ۰۸۳ شکل‎ 


تعمیم مفهوم توان و تابع نمايي ‏ , . 
۱۲۹ پاسخ‌ها. ۱ِ(( ۶۴( + 6) ۲ و ۳ ۲( 6 ) 
۰۲۳۶ 0-۲ ۰ 27(۲ - 0 


۰ پاسخ‌ها. ۱ ۱۲ ۰۲۵۵۲۰۷/۵۲ ۲) 0۲0 ۱: 
۳ 
۳( و + ۴) 2۳۰1/۳2 (پاسخ در هر دو حالتی که وه 


۵0۰ 


روج یا فرد باشد» درست است؛ تنها در حالت زوح بودن 7 مقدار :2 باید 


بت باشد). 


)۱۸۵( ۰۲۸ ۲۵(/۹۰)۰۸۷۵( ۲ 


۲ اس ۸۱ ۳۱۳ 
دس ۳ تب بستت سس 
۸ ۳ 11 آ 


۴ ۵ ۵ 


۶و۴ 


۳ 
۷ ۱ ۱ ۱ ۱ 
| ۲۲۵ شخ ات 5 
۵ 


۲ ۵ 
۹۹ ۷ ۲ 
۳۲ : ۱ 5 جیسب بل بسنتد برد 
۵ ۷ ۲۳ ۵ ۳۲ ۱:۲ 
۳۹ دثكثٍِِ۳ ۲ ۵۲ < ۳۲ د ۲۲ 


2 
۳( ۴۲۲ ۰ ۴۹۶ ۰۴۹۲ ۰۱۹۶۴ 


۷2۰/۷۲ ۰ 4/۱۷۲ ۰ ۱/۷۳ < ۲۲ 


|| 


۱ ۱ 
۷ ً 
72۴ 6۲ اک وین این ۱ 
مه ۳ ۵ 
۲ 11 ۳/1 ۳ 7 مب ۴ 1 


۱ ۱ب 


۷/۰۰۱/۸۵۵ - ۷۵ 


َ 
۳ 11 


۲. پاسن‌ها. ۱) 9 < ۵؛ ۲) 9 > ۵؛ ۳) 6 < . 

۳ ) چون بایه‌ها در دو طرف معادله. با هم برابرند» برابری وفتی 
برقرار است که یا در هر دو طرف معادله» نماها برابر یکدیگر باشند و یا هر دو 
نما با هم برابر صفر شوند. حالت دوم ممکن نیست ( و ۲ - "7 نمی‌توانند. 
هم زمان؛ برابر صفر شوند). بنابراین؛ باید داشته باشیم ۲ - :2 عد 2. 


۳۲ ر. 


۳ لد 2 ۲ 2 ۳-۳ ۲ ۳ 
۲ تلد ایب نت ۳ مب ۲ جب - ‌ 


و ۶ تتتت: .وین 
۹ ۵ ۳ 


۳( معادله تیاب از ساده کردن » به صورت ۵۹ سس كآ۷ درمی‌آید. 


پاسیخح. ۵ حت بآ , 
۴ به اين برابری‌ها توجه کنید: 


:۶ ر ۲۴ - ۴2*۱ پر ع :۳۳۶ پر ۲۷ ب- "+۳۲۶ 


9 / ۱ ۲ ۳ / 
۳ ۳۳ اج ۳۳۳ ۲ ۲ سب 


و معادله» سرانجای به صورت ۲۳۶ <- ۳۲۶ درمی‌اید. 


۴ 


پاستخ. سر :۳ 
۵( معادله به این صورت درمی‌آید : 


(۲۵+ ۲۲۸۰۲ _ (۸+ )۲۱۲ 
از آن‌جا با برابر قرار دادن نماها به این معادله می‌رسیم : 
م ح< ۲۴ ۱۴4 - و۷ - "۳ 


۳۶-۷۲ - ۱۴2 + ۲۴ < )۳ + ۲۴( - )۷2 + ۱۴( 
<- ۳) + ۲()2 - ۲2 + ۴( - ۷) + ۲( 
- )» + ۲()۳۲ - ۶ 4+ ۵( 


و 
۶( معادله مفروض؛ به این صورت درمی‌آید : 


۷۱۵)۲+۸(  ۷۵۷)۲۵+۰۲( 
: از آن‌جا به این معادله می‌رسیم‎ 
۵) + ۸( ۱۹/۲۵ + :۳( 
: هر طرف برابری را تجزیه می‌کنيم‎ 
۵) + ۲()5:۲ - ۲۵ + ۴( < ۱۹2) + ۲( 


که به سادگی قابل حل است. 


۴ ۸ 


۳ 
پاسخ. احا اه بر 2 له ۵ 2۲ 
۷۶۸۰ ۳ ۲2 ۷۱ ُ ۳ س‌ ۷۰۱۵ 
۱ ۱ ۱ 
۷ ۲۳۳ هو بل ۲۱۳ هو نب ۲۲۲۳ بر ۲ 
۸ ۴۳ 
ار ۱۲ ۲ب شید سای بر ۱۵ 
| جر : ۲ ۰.۲ ۱ ۷۰ 2 ۲« و 
(۳ ۲۳۸ + (۵ - )۹ گر ۹ 
(۵ )۳ ۴] ۱۷ (۵- )۱۷ (۳- ۱۷)۴۲۶ 
] 5 (۳ - )۱۷ 5 
ار ۱۳ 


۱ آ بت 


7777 7 ۳-۳-5 
سمام 9-70-2] 
/ 

که از ان به دست می‌آید : 1ج ۱ 


پاسح. وج وا 
۹( راهنمایی. اجه ۶و۳ - ی بگیرید. معادله مفروض ‏ منجر به حل 


دو معادله زیر می‌شود: 
۳ - ۲ سا و از 


۲ ِ ۱ 
پاسخ. ۰ < 2 ج < 2۷  ۲۷/۷(‏ ۱)ب < 2۲,۲ 


۳۹ 


۰ ۲۷/۲ + ۷/۳ و ۲۷/۲ - ۷/۳ عکس یکدیگرند؛ زیر 
2۱ ۷۹-1 - ۷۳-۲۷۲ ۲۷/۲ + ۷/۳ 
بنابراین» با فرض *(۲۰/۲ + ۱/۳) < ۶ به دست می‌آید : 
4۱ج ه < (۱-)) 2۲ < +) 


پاسح. جح 
۱) معادله را می‌توان این طور نوشت: 


۱ ۳ 
۳۵ - ۷۶ 


یاباید۱ ح« ویاه/۱ ِ ۳ (ه << ۲ جراب‌معادله تست 3 6:۳ معتا زنارد): 
۳ پاسخ. و 
۳( هنجر به حل معادله ۳ - ۴ << |۳۲۵۶ س_ ۲۱۱ می‌شود. 
پسیخی. اس ع » و > 
۴) راهنمایی. منجر به حل این معادله‌ها می‌شود (۱ + 2 - 2۲ 
نمی‌واند برایر صفر شود): 


اس 2 


۳ 4 ۲ << و۱ 1۱ 2 - "و 


پاسخ. ۵ 7 ۰ ۱ ۳ب ۳۹/۶ ۲ 2 1۳,۴ 
۵ اگر ۱ -< ۱۱ - دا آندوفت: ۰ص و یا ۲ .9 
2-۱ را نمی‌توان برابر صفر قرار داد» زیرا در این صورت ۲ - :2 +- "2۳ 


هم برابر صفر می‌شود و "۰ معنی ندارد؛ 


۳9 


شکل ۸۴ شکل ۸۵ 


اگر ۱۰ + ۲۵ < ۲ - + اج آن وفت ۰/۱۳ ۱ << :. 
۶) اگر دو طرف برابری را بر *۵ تقسیم کنیم؛ به این معادله می‌رسیم : 


۱ . 
۵ را زاویه‌ای حاده» به سینوس برابر ‏ می‌گیريم ؛ در این صورت :6 605 برابر 


۳ ِ 
1 می‌شود و به دست می‌اید : 


۱ < ۳( ۵8ع) + که طزهو) 


که تنها به‌ازای ۲ < 2 برقرار است (۱ < ۵ آوم + 6 ۲ 19و). 


ات ۲ ۳۶ ۱۴ 

۱ كثپِ نا 

۴ دو تابع 7 ۲ زار و 4 < 1 یکی هستند. نمودارهای دو 
تابع ۳- < و و ۲ << لا در شکل‌های ۸۴ و ۸۵ داده شده است. 


دنباله‌های عددی و تصاعدها 
۲۵ ۱ . تصاعد حسابی اول را با جمله اول 6 و قدر نسبت 4 و تصاعد 
۳3 را با جمله اول و ژ فدر دسست 0/۱ در نظر می‌گیریم. حمله‌های 1ام 


۳۹ 


برای این تصاعدها؛ چنین است: 

۱۰ - ) + 0 و ۱(0 - 0) + 6 
که تفاضل آن‌ها پرابر است با 

)6 - 0( + ) - ۱()0 - 0,( 


یعنی اگر جمله‌های تصاعد دوم را از جمله‌های نظیر خود در تصاعد اول کم 
کنیم یک تصاعد حسابی تازه به دست می‌آید که جملة اول آن (0 - 0) و 
قدر نسبت آن (۱:- 0) است. 

کت صورت کسر مجموع ۵ جمله از یک تصاعد هندسی با جمله اول 
۱ و قدر نسبت 2 و مخرج کسر مجموع ۵ جمله از یک تصاعد هندسی 
با جمله اول ۱ و قدر نسبت 2 است. بنابراین 


۱ ۲ نت صورت کسر 
3 ! - 2 

۸ سب و ۱ 
مسجت مایم #وبق 
5 سس 9 (۱ - 2( 9( ۳ ۱ و ۱ 4 ۳ج 
7۵-۱ (۱- ۱()۵ + 2) 1 و اش ٩‏ 

۵ 

۱ وا ایو ایو اوح مس - 


۱ 


( + آو) - (۱ 4 اوه + گند) 
- (۰۲ ۰ د ۵۸ ه هه 6 7 - (۱ ید ۴ وه ره 41 ۵۱۶هوههوه ره) << 


۸ ,۸ نج ٩۹۸۰۳۹۲۱۶‏ ه نس ۰۳۰۰۰۸ ۸ - ۰۰۰۳۰۰۱۶ ۱۸ < 
یادداشت. برای ۱ ,۰ > ۰2 مقدار *2 عددی بسیار کوجک است و 


رش 


در برابر عدد ۱ می‌توان از آن صرف‌نظر کرد. بنابراین 


۱ ۵ ۱ ۱ ۱ 2 
۸ ۸ نج سب << تب کت 
ام ۲ ۱۸ | + :2 ۱ ۲ 2 


۷ در یادداشتی که در ۰۳8 بعد از دستور مربوط به جملهٌ ام 
تصاعد هندسی» عمل‌های جمع و تفریق» به ضرب و تقسیم و عمل‌های 


ضرب و تقسیم. به توان و ریشگی تبدیل می‌سوند. مجموع 1 جمله تصاعد 


۹( س 7 ۱ < ود یا (بوره + 2 یا 


۱ ۱ ار ۷ 
در دستور اول 6 ۳ 6۱ را به ,6۱6 تبدیل می‌کنيم و به جای ضرب در 7 


ه‌._ 1 سس ع ۲ ۳ 
به توان 1 می‌رسانيم ) نخستین دستور برای حاصل ضرب 7 جمله تصاعد 
شهند‌سی (به حای تصتتین. و 7 حمله تصاعل حسابی) به دست ف یل و بت 
معنای حاصل ضرب 7 جمله از تصاعد هندسی است) : 


وان بسا 
ذر دستور دوم هم مگ به مگ ۲۵۱ به ۵۱ (۱ - ) به ۰0۳۲ علامت 
جمع داخل کروشه به علامت ضرب و سرانجام» ضرب در ِ به صورت 
توان با نمای ج تبدیل می‌شود؛ 
و کر وت و ع ظر 
البته» به طور مستفیم هم می‌توان به این دستورها رسید. داریم : 


۱ ست ه 1 
2 ۵ ۰ ۱ ۰ 0۱ << بس 


۳۳ 


۳۹ ستی ت وی ی ۳ ۱ 0 سس ت ین 0 ۰ 0:9 2 


و 


۸ طق فرضص: ۲۶ < ,لا - «بملا. در اين برابری» 7 را به 
۵ << ولا < ولا ۰ 9 << 1 
۲ 7 1۸۱ - 1۷۲ ۱ 
۴ ح- بر - ی : ۲ << :۲ 


| ۰ 


از مجموع این برابری‌ها به دست می‌آید : 
۲٩+ ۴4۶ 4+ ... + ۲): - ۱(‏ 2 ,لا - لا 


۱ 1 ۱ 
(۱ - )2 ع (۱- )2 ۲ < [(۱ - ) ...+۲ +۲ +۲۱۱ < 
و چون ۱ < .۰1 در نتیجه 
۸ وت وو ان 


1۳۹ داریم : 


كٍُِِ۳۷ وی ۷۳۰ تن 


۲ ولا ۱ ( تن ول 


بنابراین 


نز تست ۴۳۳۲ ۲9 + بیلا ۲ - ۲+م9 


وش 


۰ الف) برابری فرض؛ به این صورت درمی‌آید : 
» > (۶ + و۵ - هو ج ۰ < ۶۴ + ۱و۵ - آ+۳و 
4 مخالف صفر است؛ بنابراین 
۳ < و يا ۲ < و ج< ه < ۶+ ۵ - او 
بنابراین» دنبالهٌ ,,» یک تصاعد هندسی است که يا جملةٌ اول و قدر نسبتی 
برابر ۲ و يا جمله اول و قدرنسبتی برابر ۳ دارد: 


71 ۳ ۳ 
ی 


و 


ی ۱۳ 

بت( بله. دنباله ۰۳۱ + ۰۲ ی 4 برای عددهای حقیقی ۸ و 
تل» با برابری فرض سازگار است. آزمایش» درستی این حکم را تایید می‌کند : 
5 8۰۳۳۲ + ۸۰۲۳۲ < ,بیع ,۰۳۳۲۲ + ۸۰۲۳۲۲ < ببمه 
+ (۶ 4 ۲ ۸ ۵- ۲۳)۲۳ ۸۰ 2 ب۶2 + ببیعها - برد 
وج و ۳۳ در ره ما ۴۳ هر ار موس 9.۳۳۳ 

مخله دنباله‌های ۲۴ + ۳۳ < ,به و ۲۳ - ۳۴ << ,رن» یعنی دنباله‌های 

و ان ۱۳ نز 


میک وس با تیا 


از جمله دنباله‌هایی هستند که با برابری فرض مساله سازگارند. روشن است 
که در جمله عمومی دنباله» یعنی ۶۰۳۳ + ۲۳ ۰۸۰ هریک از عددهای ۸ 
یا 7 (و نه هر دوی آن‌ها) برابر با صفر هم می‌تواند باشد. 


۴۱ ۵ 


۱ الف) دستور برگشتی» برای دنباله فیبوناجی» روشن است: 
)۱( ولا + ۱بولا < ۲+صلا 
ب) با توجه به فرض ۰ ح< ,را و ۱ < ۱ و با توجه به دستور برگشتی 
(۰)۱ می‌توان جمله‌های پشت سر هم دنبلهٌفیبوناچی را نوشت : 
۰ ۲۱,۳۴۵ ,۱۳ ,۵,۸ ,۲۱۳ ,۱ ,۱ وه 
ج در آغاز» تصاعد هندسی 4۳ <- م۰(2 < و) را طوری پیدا می‌کنیم 


که با دستور برگشتی (۱) سازگار باشد. بنابر دستور (۰)۱ برای قدر نسبت 


این تصاعد هندسی باید داشته باسیم : 


ما اج وم وا ۳ 


از این معادلة درجه دوم؛ برای 0؛ دو جواب به دست می‌آید : 


#۵-ت ۱ ۱۷۵ 


۲ 2 


#۲ و 
به‌ازای عددهای حقیقی و دلخواه ۲۰ ۲ 3 دنباله 
+۸۰۳ »رل 


دلباله‌ای سازگار با شرط (۱) اسنت: (فساله ۰۱۴۰ ب) را ببینید). برای این‌که 
دنباله قیبوناجی به دستآید» باید شرط‌های - ,۷ (به ازای ۰ << 7) و 
۱ << , (به ازای ۱ < ) برفرار باشند که از آن‌جا؛ به دست می‌آید : 


۱ <- 0 + بوفرو ۰ < ظ +۸ 


۴۳۱۶ 


با در دست داستن ۱ و ۰9۲ مقدارهای ۸ و ۶ از این دو معادله به دست 

1 ۱ ۱ ۱ ۰ ۱ 3 ۰ 
خن( و7 سکن بیجن کییج: بای جوا مرن حا 
فیبوناچی (یعنی برای ببا) به دست ان 


(چو - - با 


و یا با فرار دادن مقدارهای 4۱ و ۲ : 


یت 


و این از شگفتی‌های ریاضیات است که جمله عموهمی دنباله‌ای که همه 
جمله‌های آن » عددهای دزنشتت‌انلد» با عبارتی گنگ ۲ ت ۴۳1 بیش ۵ بان 


ت 1 سا 


ی شود 


د( داریم : 


۱ 
۳۲ 
7 ۳۳۳ 1-۱ * ولا 


۳ 
# 
۳ [ 4 بو[ -ا ۳ 
۱ 
+ ۲ ۲ ۲ 9۳ - ,هام - 
۳ ۱ 
< (4۲۳ + ۲۲6۲ - 9۱۳) مس 


1 و 7-۱ 


20 9 ۱ + 0( - ۲۵۳۵۶[ 


7-۱ ۲-۱ 


24 9۷ ]) - ۲( + ۲۵۱۷[ - ۲۵۳۲( < 


۱ 
< ۰ 0۱9۲(۳) (1۲ مس لاو 


۴۳۷ 


۵ ۲ ۲ ۲ ۲ 
۱ 


۱(۳-) < ۱(۳۳۱-)(۱-) < ۱(۳۳۱-)(/)ج- - 


۵ 


بودل 11 برایر ات استتا. 


ج ( ی با 


#یادداشت . به این جیستان هندسی توجه کنید: 

چیستان. با مقوا: چهار شکل مسطح بسازید: دو مثلث فائم‌الزاویه برابر» 
با ضلم‌های مجاور به زاویه قائمهٌ ۱۳ سانتی‌متر و ۵ سانتی‌متر؛ و دو دوزنقه 
قنالزاویه راب با قاعده‌های ۸ سانتی‌متر و ۵ سانتی‌متر و ارتفاع برابر ۸ 
سانتی‌متر. با این چهار نکه مقوا؛ می‌توان مربعی ساخت (شکل ۸۶ ۵)؛ 
ولی با همین چهار تکه مقوا می‌توان یک مستطیل درست کرد (شکل ۸۶ د). 
مساحت مربع برابر است با ۰۱۳۲ یعنی ۱۶۹ سانتی‌متر مربع» در حالی که 
مساحت مستطیل برایر است با ۳۱ < ۸ یعنی ۱۶۸ سانتی‌مشر مریم آیا 
۸ ده ۴۲۱,۳۹ 

آشکار کردن راز چیستان دشوار نیست. ما چه کردیم؟ چهار تکة مقوا 
(که مساحت مربع را پوشانده بودند) در کنار هم قرار دادیم به چشمان خود 
اعتماد کردیم و گمان کردیم» مساحت مستطیل را بوشانده‌اند. ولی این اثبات 


۳۱۸ 


برای این منظور باید برابری دو زاويةٌ ۵ و ۸ ثابت شود. ولی این دو زاویه 


برایر نیستند» زیر 


پس تسف با 
تست ححح سور ۵ 
۷۲۳۰ 
زو و یام برایر تست 
۱ ۱۳ زا 
7 ( 1 ۵ ۳ 


اف خط راسته تست ه در نقطه بر شکستگی دارد. مستطیل هر طولب از 
۸ تا له در بخشی به مساحت ۱ سانتی‌متر مربع» تکه‌های ]1 و 11 روی 
تکه‌های ۷] و آ را بوشانده‌اند. ولی چون ۱ سانتی‌متر مربع؛ در برابر ۱۴۸ 
سانتی‌متر مرب مقدار کوچکی است» چشم اشتاه می‌کند و تکه‌های مقوا را 
طوری می‌بیند که گمان می‌کنيم؛ )۸ و 63 در امتداد یکدیگرند. 

سیار خوب! ولی این چیستان» چه ربطی به عددهای فیوناچی دارد؟ در 
واقع » عددهای ۸ و ۱۳ و ۰۲۱ که در این جیستان به کار رفته‌اند» سه عدد 
پشت سر هم از دنبالةٌ یبوناچی هستند (مستطیل با ضلع‌های به طول ۸ و 
۱ و مربع با ضلع به طول ۱۳) و دربارةٌ عددهای فیبوناچی ثابت کردیم: 

۴-) < 1 ولا ۰ ۱+ورلا 

بنابراین» به جای سه عدد ۸ و ۱۳ و ۰۲۱ می‌توان چیستان را با هر سه جمله 
دلخواه و پشت سر هم دنبالهةٌ فیبوناچی ساخت (۵ و ۸ و ۱۳ یا ۱۳ و ۲۱ 
و ۳۴ یا ۲۱ و ۳۴ و ۵۵ و غیره). ولی هر چه این سه عدد بزرگتر باشندء 
به دلیل بزرگتر شدن مساحت مستطیل» توجه به شکستگی ۸ در نقطه نا 


۴۳۹ 


درضمن» در سه جمله متوالی از دنباله فیبوناجی» یعنی ۱-لا و ملاة و 
بل وقتی 1 عددی زوح باشد. مساحت مستطیل. به اندازهٌ یک واحد 
مرب از مساحت مربع بیشتر است و بنابراین در طول از ۸ تا لا شکاف 
و رخنه‌ای پدید می‌آید؛ ولی وقتی 1 عددی فرد باشد» مساحت مستطیل یک 
واحد مربع از مساحت مربع کمتر می‌شود و؛ در طول از ۸4 تا تل» بخشی از 
تکه مقواها روی هم قرار می‌گيرند. 

#یادداشت تاریخی. لئوناردو اهل بیزای ایتالیا که به لثوناردوی پیزائی و 
اغلب فیبوناچی (یعنی بسر بوناجیو) مشهور است. در سال‌های بین ۱۱۷۰ 
و ۱۳۲۸ میلادی زندگی می‌کرد. پدرش در یک شرکت بازرگانی ایتالیایی» در 
الجزایر کار می‌کرد و پسر خود را به آن‌جا برد. فیبوناچی در الجزایر و به وسیله 
نوشته‌های عربی ریاضی‌دانان شرق» با عدد نویسی هندی (که کم و بیش 
همان شیوهٌ عدد نویسی امروزی است) آشنا شد و در برگشت به ایتالیا؛ این 
روش عدد نویسی را» برای نخستین بار» با نوشتن کتاب «حساب» خود. به 
اروبای غربی شناساند. فیبوناچی را باید یکی از پیشگامان دانش ریاضی در 
اروبای غربی» در سال‌های یایانی سده‌های میانه دانست. 

دساله‌ای که امروز به نام «دنبالة عددهای فیبوناجی» مشهور است (و 
مساله ۱۴۱ مربوط به آن بود)» به وسیله فیبوناجی» به این صورت‌آمده است: 

یک جفت خرگوش نوزاد را در اتافی قرار داده‌ایم. خرگوش ماده دو ماه 
بعد از تولد می‌تواند نخستین بچه‌های خود را» که تنها یک جفت نر و ماده 
هستند» بیاورد» ولی بعد از آن در آخر هر ماه یک جفت خرگوش تولید 
می‌کنند. اگر فرض کنیم: همه خرگوش‌ها زنده بمانند» در پایان سال» چند 
جفت خرگوش در اتاق خواهد بود. 

حل مساله دشوار نیست. اگر آن طور که معمول است» تعداد جفت 
خرگوش‌ها را در جریان ماه ام با م2 نشان دهیم» در جریان دو ماه اول و 
دوم یک جفت خرگوش وجود دارد؛ زیرا بنا به فرض» برای بار اول دو ماه 


و ۴۲ 


بقل قالل:رق ی هن کرش فا له ی شید* اد ور و ۱ بان 
بر جنناا ما سوم دی سفق خزگزشن شوافيم کاشت [جفنته خرگزقن 
اول صاحب بچه می‌شوند) : ۲ < ۳ . در جریان ماه چهارم جفت خرگوش 
اول» صاحب یک جفت بچه می‌شوند: ۳ <- ۰.۲ در جریان ماه بنجم. 
به‌جز جفت خرگوش اصلی نسل اول بچه‌ها هم صاحب یک جفت خرگوش 
می‌شوند : ۵ <- ۵ و غیره. اگر استدلال را ادامه دهیم» همان دنبالة فیبوناچی 
(یشیر ۰ع< .) به: دنت می‌اید: 
ی وا 


۳۷۷,۶۱۰,۹۸۷, ۱۵۹۷, ۲۵۸۴, ۴۱۸۱, ۷, 2 ۷۵ 


البته؛ خود فیبوناچی به‌جز طرح و حل این مساله» کار دیگری دربار؛ُ اين 
دنباله عددی انجام نداد» ولی از سده نوزدهم که لوکاس» ریاضی‌دان فرانسوی 
این دنباله را مورد توجه قرار داد» توجه دیگران هم به آن جلب شد. خود 
لوکاس و» سیس؛ دیگران؛ به‌جز کشف ویژگی‌هایی از اين دنبالة عددی؛ 
تلاش‌هایی در جهت تعمیم آن انجام دادند. 
دنبالهٌ عددی فیبوناچی. ویژگی‌های جالب بسیاری دارد که در اين دوره 
از کتاب‌ها باز هم به آن‌ها خواهیم بواتشقه. 
۲ ۱) این مجموع را می‌توان این طور تبدیل کرد: 
۲ قتو ی اس ام نت ۳۱ نت ۳۲ لد ۳۳ ۱۳ 
+ (۴۲۳۲) + (۲۲-۱)]- < 
۹٩۲([‏ - ۱:۰۲) + ...+ (۵ - ۶۲)+ 
نی نت ۴ج ز1 ع ۷ )(۷است ۲ات 
۹٩([‏ + ۹۹()۱۰۰ - ۱۵۰) 4 ...+ (۵ + ۵()۶ -۶)+4 
(۱۹۹ + ...1 ۱۵ 1 ۱۱ 4 ۷+ ۳)- -<- 


هس 


داخل برانتز» یک تصاعد حسابی با جمله اول ۳ قدر نسبت ۴ و جمله. ام 
٩‏ قرار دارد. از آن‌جا» می‌توان 7 را محاسبه کرد: 


۰ < « چم ۱(۴ - 0) + ۳ -< ۱۹۹ 
بنابراین» مجموع داخل پرانتز برابر است با 
۱ ۳ ۰ ۵0 ۸ 
۰0 - (۱۹۹ 4 (بره «د 9 


پاسخ. ۵ (ما * لا س ,. 


۲ به ترتیب داریم: 


3 7 ۱.۳00 
«رقم 
«رقم 
۹ + ...۰ +۹۹۹ + ۹۹ +44)- < 


6 | ظ 


[| 


9 ])۱۵ - ۱( + )۱۰۳ -۱( + )۱۰۳ - ۱( +... 4+ )۱۵۳ - ۱([ 


سای 


[و - (۱۰۳ + ...+ ۱۰۳ + ۱:۲ + ۱۰)] 


۰۵ - ۱۵۳۲ ۵ (۱ - ۱۵)۱۵۴ 
|(۲ س .| حت |1۲ سس شش 
۹ ۹ | - ۱۵ 


(۱۰ مره سته تا ۳ سح 


| م 


جاح مم 


نتیجهٌ محاسبه روشن می‌کند که عبارت ۱۰ - ۹ - "۱۰۳۳ به ازای هر 
عدد طبیعی 93 ۳ ۸۱ بخش‌بذیر اتست (آیا می‌توانید » حود این حکم را یه 


۳۳ 


۳( چون + ۲ < (۱ + 1/7 بنابراین 


4 ده ۱:۲ 
۲ ی ۲۲ ۶« ۳ ۲ ۲ 


۴ نله ۳ :۴۳ ۷ ۳ 


از مجموع این برابری‌های و با توجه به اين که 
۱ ات۳ ۲ ۲ 
به-خست مس ای 


۱۵۱ ۷ ۱۵۵ لد ,,. 4 ۳ 4 ۲ +4 ۲ 7 ۱ 
۱ 


و و ۱ 6 6 
۵ ۵ ۳۴ سب (۱ مت ۳ (۱ سل ۰ ۱()۲۰ تا تن جح 
پیش قضیه برای ۴ ۵) لّ _ اگر ۷ ۳۲ ۰۰۰ ولا جمله‌های 
پشت سر هم از یک تصاعد حسابی باسند ؛ می‌توال مجموع زیر را محاسبه 


کرد " 


۱ ۱ ۱ ۱ 
ِ ۰ 3 سس سل حت ن 
۱ص جر 19۳9۴ ۴ ۳ ۳ 1/0 


۳ 


قدر نسبت تصاعد حسابی را » فرض می‌کنيم. در این صورت 


۱ ۲/۱ ۱ ۴ 0 
6 61 ۸ + بل ۱ ولا -- ۱ ولا ۸ وربا 


۳۳۳ 


بنابراین 
۱ ۱ ۱ ۸ ۱9۳۳۱۱ 
ِ ۲ ۰ ۱۵۳ 6۳ 0۲ و ۹ 
۱ ۱ "۲ ۱ 
نه- رد.۰ 
۱ل) ۱ 6 و 


به این ترتیب» برای تمرین‌های ۴) و ۵) و ۶) خواهیم داشت : 


۱ ۱ ۱ ۱ 
(00 ۲ 


۱۲ ۱/5 
"۳ اهع ۳۲ 


۳ ۱0 


هرجه 7 بزرگتر باشد» مقدار 


۱ ۱ 
سر کوچکتر و؛ در نتیجه: حاصل این 
مجمو عم یه ۱ نزدیکتر هی شود . وقتی تعداد حمله‌ها (یعنی 17 بی‌نهایت باشد 6 


۱ ۱ ۱ 
ان ۳۰۳ص« 


وفرش 


۶ شبیه تمرین ۵) عمل می‌کنیم : 


۱ ۱ ۱ ۱ ۱ 
له تست سس سل سس 
لس 5 (۱ +4 (۱()۲ - ۲۶) ۳۰9 1 
۱ ۱ 
در نتیجه» وفتی تعداد جمله‌های دنباله» بی‌پایان باشد» مجموع برابر ۲ 


می‌شود. 


نسیت برایر ۷۲ ۰۸ است : 
۱ 
طول میله در درجه حرارت ۱۰۰ برابر است با 
(متر) ۰۰۱۲ ۱۸ < ۰۸۰۰۰۰۱۲ < ۱۰۰ + ۱ 


۴ اگر سرعت نخستین دوجرخه (یعنی سرعت آن در آغاز ثانية 
اول) را ۵۰ بگيريم و فرض کنیم؛ در هر انیه» به انداز؛ ۵ متر بر سرعت آن 
اضافه شود آن وقت؛ جمله‌های پشت سر هم تصاعد حسابی با جملة اول 
6۱ و قدر نسبت ۰0 معرف سرعت دوچرخه. در آغاز انیه‌های متوالی خواهد 
بود : 

۰ - 7) و6 .۳,۰۰ ٩‏ 6۱ ۵4 + 6۱ و6۱ 
بنابراین» سرعت دوجرخه» در آغاز ثانیةٌ دهم برابر ۹۵ + 6۱ و در پایان ثانیه 
شانزدهم (یعنی آغاز ثانبة هفدهم) برابر ۱۶۵ + 4۱ و سرعت متوسط آن» در 
این صورت. برابر 
۵ + ۲۵۱ _ (۱۶۵ + 6۱) + (۹۵ + 6۱) 
۲ ۲ 


۳۳۵ 


متر در ثانیه است و باید داشته باشیم: 


۲۵۱+ ۲۵۵ 
۳۱ ۳ ۱۳ )۱( 


به همین ترتیب» سرعت دوجرخه درآغاز ثانية دوازدهم براپریا ۱۱۵ + ۱ و 
در پایان ثانیه نوزدهم ۵ + 6۱ است و سرعت متوسط آن در این مدت: 
برابر می‌شود با 


)6۱ + ۱۱۵( + )۱ + ۱۹0( 


۱۵0 - 
6۱ ۲ 
و باید داشته باشیم 
(۲) ۷ حتت ۱۵۵0 + 6۱ 


دستگاه شامل معادله‌های (۱) و (۰)۲ مقدارهای 6۱ و 6 را به ما می‌دهند : 
ها اج 6 دا چ 
و سرعت دوچرخه. در بایان ثانيةٌ نوزدهم (یعنی آغاز ثانیهُ بیستم) : 
(متر در ثانیه) ۱٩ < ٩۸۷‏ *« ۰۸۵ + ۲ ۰۸ < ,6۲ 
۵ اگر مخزن پر از آب را به ارتفاع ۸۰ سانتی‌متر بالا می‌بردیم؛ 
برای محاسبهٌ مقدار کار لازم؛ به طور ساده» وزن آب را در ارتفاع جابه‌جایی 


ضرب می‌کرديم. ولی در مساله ‏ آب را؛ نه یکباره؛ بلکه اندی اندی بالا 


می‌بريم ؛؟ در ضمن ارتفاع جابه‌جایی؛ برای فطره‌هایی از آب که در لایه‌های 
افقی مختلف قرار دارند با یکدیگر متفاوت‌اند. 

فرض می‌کنیم» آب درون مخزن را با صفحه‌هایی موازی با قاعدهُ مخزن 
به 7 لایه نازک با ارتفاع‌های برابر» تقسیم کرده باشیم. ارتفاع هر لایه برابر 


۳۳۶ 


۸ ۸ 5 ۸ ۳ و۳۴ 
سب سانتی‌متر یا < دسی‌متر و حجم هر لایه؛ برابد بر ۲ ۲۳ ۵ ۷ ور 


‌. (: : ۲ 
دسی‌متر مکعب و وزن آن برابر حت کیلوگرم می‌شود (هر سانتی‌متر مکعب 
آب یک گرم و هر دسی‌متر مکعب آب یک کیلوگرم وزن دارد). 
کار لازم؛ برای بالا بردن لایه‌های مختلف آب را محاسبه می‌کنیم. هر 
لایه دو قاعده دارد: قاعدهُ پایین و فاعده بالا. 
فرضص می‌کنيم» همه قطره‌های آبی که در درون بگزح اژ این لا به‌ها فرار 


۸ ۳۳۵ ۱ ۱۹ 5 ۱ 
و یهت 2 ۸۲۲ کیاوگرم 


نخستین لایه (لاي فوقانی) ۰ برابر 
۳ ۱۹ ۱ ۱ 
متر ؛ برای بالا بردن لایة دوم برابر حت- »« ۲ ع< ۸۲ کیلوگرم متر؛ .۰..؛ 
/ 
برای بالا بردن (۱ - )امین لایه ۳ - ) کیلوگرم متر و» سرانجام 
لین لب( نیبم گرا 
برای بالا بردن 72امين لایه (لايهُ بایینی -- ,۸ کیلوگرم‌متر است. 


جون همه قطره‌های آب هر لایه را؛ در قاعده بایین آن در نظر گرفته‌ايم؛ 
لایه» کمتر از مقداری است که در این‌جا به حساب آورده‌ايم. بنابراین » اگر 


|۳۰ را مقدار دز سس کار لازم ) برای بالا آوردن تمام آب بگیریم» داریم : 
بر 1 ,ره د ...4 ۸۲ + ور > لر 


اکنون» فرض می‌کنیم» همه قطره‌های آب هر لایه» به ارتفاعی برابر فاصلهٌ 
قاعدهٌُ بالایی لایه تا لبةٌ بالای مخزن بالا برده شود. در این صورت؛ کار لازم 


۳۳۷ 


برای بالا آوردن لایهُ اول » << ۸4۱ برای لاية دوم 


۸ ۰7۸ ۲۰۴ 
سس 4 


۸۱ ۸ 
1 
برای لایه سوم 
 . ۸‏ ا _ ۳۳۰ 
۸۷ - : 6 از 
10 10 
و سرانجام» برای لایه 72ام 
۱۹۲ ۱ ۸ ۳ 
امه < س(۱- ) - شگد » خ(۱ - 0) < ۸ 


11 
کیلوگرم متر است. ولی در اين حالت؛ مقدار واقعی کار بیشتر از مقداری 
است که در این‌جا به دست آورده‌ايم؛ به این ترتیب 


۸۱+ (+... + ۸۸۱ > ۸ > ۸۱+ ۸۷ 4+ ...+ 4 


جون اخحتلاف ده سمب این نابرابری مضاعف برابر ۳ است + نس 


۱۹ 
سس 2 رف > ۸ - بر ,۸۵۲۰۰ ۵۱) 


یک تصاعد حسابی 12جمله‌ای» با جمله اول ۳ و جمله آخر س است؛ 
9 


۹۶ ۱ | 7 
وت ت شو وی او 


۳ 
۲ 11 


۳ ۳ 4 مد 5 


۴۳۲۸ 


عدد 12 تعداد لایه‌ها را زیاد و زیادتر می‌کنيم. روشن است؛ وه 


گر شود 2 کوچکتر می‌شود و اگر * را بسیار بزرگ بگیریم» 2 

بسیار کوچک می‌شود (در ریاضیات می‌گویند» وقتی 7 به سمت بی‌نهایت 
4۶ : ۱ : 

پرود؟ سم به سمت صفر میل می‌کند). به این ترتیب» مقدار واقعی کار برایر 


است با 
(کیلوگرم متر) ۹۶ -< ۸ 
۶ جمله وسط تصاعد را 7 و قدر نسبت تصاعد را 4 می‌گیريم؛ 
سه عدد؛ به ترتیب» برایر 3 و 03 درمی‌ایند. حاصل ضرب این سه عدد 
برابر است با "2:۳ که باید کمترین و بیشترین مقدار ممکن آن را پیدا کنیم. بنا 


به فرض داریم : 
3 27 

ه < 2 4 (»6 - 9) + 7 
این معادلة درجه دوم (نسبت به مجهول )۰ وقتی ریشه‌های حقیقی دارد که 
داشته باشیم : 

> آن - و۲۷۵ + ۳۵۲ چت ه < ۴۲ - (ن - و) 
و اگر عبارت سمت چپ نابرابری را تجزیه کنیم : 

ه > (۸ - ۳( + ) 


که از آن‌جا؛ با حل نامعادله و با توجه به مثبت بودن 6 به دست می‌آید 
(خودتان نامعادله را با دفت حل کنید) : 


سای 


کمترین مقدار حاصل ضرب نه لد 0 و برای عددهای 
(- تم ۳ ول ول" ولا 


۱ ثِ_ِ 
است و بیشترین مقدار حاصل ضرب سه عدد برابر و برای عددهای 


۷ سه جمله‌ای ٩‏ + ۲7۲ + ۰7 را تجزیه می‌کنيم : 


٩( - ۴۵۲‏ + ۲و۶ + ۲ه) < ۹+ ۲:۲ + ۲ 
(۳ بل ۲7۵ سب )۳ د ((۲ د 2 ۲و۴ - (۳ رت شا ند 


اکنون تلاس می‌کنيم ) جملهٌ عمومی دنباله را به مجموع دو کسر ساده‌تر 
تبدیل کنیم. برای این منظور» فرض می‌کنیم : 


۴ 4 ۱ 
4 


۳ ۲ - آ و ۳ ۲ + آ ۱ (۳ +4 ۲۸ - ۳()۲ + ۲ + 0) 
آگز سسوم من کر ست رابت پزقری با ساییه گنیمید بان کنس 
همی‌زسیم . 


(ظ + ۳)۸ + «(۸ - ۲8 + "«(ظ + ۸) 
٩+‏ ۲۲ + ۱ 


روشن است که باید» صورت این کسر؛ با صورت کسر اصلی» یعنی :۴7 
متحد باشد (چون مخرح‌ها؛ متحدند) : 


۴ < (8 + ۳)۸ + ۸(۰ - ۲/8 + "«(ظ + ۸) 


و۳ 


که اگر ضریب‌ها را» در دو طرف برابری؛ مساوی فرار دهیم : 


اس حت مر ۷ م ح< ۶] + هر | 
۱ - ] ۴ < (۸ - )۲ 
یعی ۱ 
۱ ۱ 
)۱( مسب سس < ولا 


۳ + ۲ + ۱۱ ۳ ۳8 یو 
مجموع 7 جمله اول دناله را محاسیبه می‌کنیم. برای این منظور برابری )۱( 


راء به ازای ۱ < 1 تا 7 < ۰7 زیر هم می‌نویسیم : 


۱ 
بح بسه ۷ << 1 
۳ ۳ 
۷ ۱ 
۳ ۹9۴ 
۱ 
۸ ۶ ۲ ۲۳ 
۱ ۱ 
۲ ۳۳ ۴ 
۱ ۱ 
سس سب سب < و1 
۳۸ ۱۸ 8 
۱ ۱ 
20۳ ۷ - ولا 
۲ لا و 4۶ (۲ - :7 
۱ ۱ 
ت :مزا 


٩۳‏ ۲ 4 ۱ وه و 


با اندکی دقت؛ از مجموع این برابری‌ها به دست می‌اید : 


۱ ۱ ۱ 
۳ + و ۲و ۲ ۲ 


۳۳۹ 


۱ ۱ 
ستاو سیب 
۲ 7 ۳+ ۲۶ + :1 
بسیار کوچک می‌شود و در حالتی که تعداد جمله‌های دنباله» بی‌نهایت باشد؛ 


وقتی 7 عددی بسیار بزرگ باشد» کسرهای 


می‌توان از آن‌ها صرف نظر کرد. بنابراین خواهیم داشت : 


۱ ۱ ۵ 
3 2 ۲ 


۸ بنا بر فرض. باید داشته باشیم : 


یعنی 0 و 6 ریشه‌های این معادلة درجه دوم‌اند: 
9- 12 ,۳۵ < ,1 چد ه -< ۲۵۸-۳۵۲ - ۲ 
یعنی یا ۳۵ < ۵ و ۷ < ع. یاها- <ه ,۳< 6. سه‌جمله‌ای به یکی از 
دو صورت زیر درمی‌آید : 
۵ + 92 + 9 - یا - 9 + ۳2۲ 
پرای حل معادلةٌ » < 6 + 62 + 627 با توجه به این‌که 0 نمی‌تواند برابر 
صفر باشد) به یکی از این دو معادله می‌رسیم : 


۱42۱۳ 
۶ 


وچ چت ها ۱ - و - آ و۳ 


۱ 2 ۳ 


۳ 
و ات وا جح ۷ سم 08| سم بر 


۲ 
۹ در آغاز به این نکتهٌ روشن توجه کنیم که اگر بدانیم در یک 
۱+ 


دنباله» نت » با بزرگ شدن 7 به عددی مثل » نزدیک شود می‌توان 


لا 


۳۳۲ 


۱ ۰ ۰ ِ ط ا لا ۱ ۲ د ولا 
: ۰ ۹ ۳ بیس با ظر ۳ ی ی نم : ط متل ۱ فا ب وا 


و غیره را در نظر گرفت؛ زیرا این نسبت‌ها در هر حالت» نسبت یک جمله 
دنباله را به جمله قبل از خودش نشان می‌دهند. 
برای هر دنباله عددهای فیبوناچی می‌دانیم : 


۱سبولا لا ولا < ۱بیولا 


که با تقسیم دو طرف برابری بر ,لت به این صورت درمی‌اید : 


ورطا سل سا 


۱- ولا 
نسبت یک جمله از دنبالة فیبوناچی به جمله قبل از خودش را» در حالتی 
که ۲۱ عددی لیات بزرگ باسد (به سمت بی‌نهایت میل کرده باشد) برابر ا 


می‌گیریم ؛ آن وقت؛ برابری بالا به صورت زیر درمی‌آید : 
۲ ۱ 
و ح ۱  --‏ 6 جت سب +۱4 < 6 
۷ 


0 عددی مثبت است. بنابراین» ريشه مثبت این معادله فقابل قبول است : 


۱ 


۲ 


#یادداشت ۱. عدد 7 
(اندکی از این عدد کوچکتر است). عدد طلایی نامیده می‌شود و ویژگی‌های 
بسیار جالبی دارد که به خصوص. از دیدگاه زیبایی شناسی مهم‌اند. به همین 
مناسبت» عدد طلایی مورد توجه هنرمندان (معماران» نقاشان؛ مجسمه‌سازان 


محاسبه‌ای» دربارهُ آن بیشتر صحبت کنیم. 


۳۳۳ 


عدد طلایی با دنبالة فیبوناجی» رابطه‌ای نزدیک دارد که یک جنبهٌ آن 
را مسالة ۱۴۹ بررسی کردیم. اگر در دنبالة فیبوناچی؛ به ترتیب؛ نسبت دو 
جمله متوالی را به دست آوریم با پیش رفتن در عددهای دنباله» پیوسته به 
عدد طلایی نزدیک‌تر می‌شویم؛ ولی اين نسبت‌ها؛ به ترتیب» یکی کوچکتر و 
دیگری بزرگتر از عدد طلایی به دست می‌آید. دنباله فیبوناچی را می‌نویسیم : 


۲۳ ۵ ۱ 


1 39 
و به ترتیب» نسبت هر جمله را به جملهٌ قبل پیدا می‌کنيم. (عدد طلایی یا 
نستتت ظطلا نی را ما نامیده‌ایم) : 


۰ هد اه ۱ بم < ۲ - - > 

ها ۱۵ص هد ۱۸ اعد :۲ 

و زر ار ها اه ها را مر رن ۳ ۳۱۸ ۲ 2 ۵0 
ت فر۱ هه ای و ۳ ار 2 ۸ 

۵( ض ۱۸۳ *ض جر ۱۵ ۴ ۱۸ ۸ :۱۳۰ 

۲۱:۰ ۱۱ 2۶ ۱۸/۳۱۵ ۵ ۱۸۳۱۵ ۰ ۱ 


4 ها ۱۸۳۱۵ اي ۱۸۶۱۸۱ 5 ۴۴:۲۱ 


۱/۵ 
1 


می‌بینید» این نسبت پیوسته به » یعنی به تقریب ۱/۴۱۸ نزدیکتر 


می‌شود. 
یادداشت ۲. اگر دنباله‌ای را با دستور برگشتی 


3 7 0( ِ 6 و" 4 ۱ یلا 
در نظر بگیریم راين دنباله» به‌ازای ۱ <- ۰/۲ همان دناله فسوناچی است) ۰ آن 


۳۳ 


1 


وفت نسبت ۰ با بزرگ شدن 7 به این عدد نزدیک می‌شود : 


کت 


۰ دست‌مزد هر ساعت کار کارگر ساده را ۰4 کارگر دستیار را 44 


11 


و کارگر متخصص را "۸0 می‌گيريم. به اين دستگاه می‌رسیم : 
۰ << ۷ ۷« ۱۵ + ۷۵ < ۵ + ۷۵0۲ < ۱۰ 
۰ 2 ۱۰۱۷۵ + ۱۵*۷۵ + ۷۲ «< ۵ 


+ (۳ + د ۰۳0 
۵ ۳ ۲ ۷۲( اسه (۲ سب ۳0 سب ۸ ۱ 


-_ِِ 


با توجه به این که ۰ < 4 و » ع< 6 از تقسیم معادله اول بر معادله دوم 
به دست می‌اید : 

۲۵ + +-۳ ۵۲۴۴۰ ۱ 

۶. ۵۲۲۴۳۰ ۳۵4۲+ آو 


که سرانجام ؛ ما را به این معادله درجه دوم می‌رساند : 
» - ۱۲۹۶ 4 ۲۶۲۷ - ۱۳۰۱۵۲ 


که از آن؛ مقدار 4 به دست مي آید 


۲۶۲۷ ۸ /۶۹۰۱۱۳۹ - ۴ ۲۶۲۷ + ۷۵ 


۱۶۵۲ ۱ ۲و ۳ ۲ 
۹ ۸ + ۲۶۲۷ 
اس سس و 
۳۶۰۲ ۳۲۶۰۲ 


با در دست داشتن مقدار 4 می‌توان مقدار ۵ (دست‌مزد کارگر ساده) را بیدا 


کرد : 
۱۱۴۰" 
(یتیال) ۱۳۸ :سس سس سس بح چم 


(۳ + و + ۵۲ 


۴۳۳ ۵ 


و برای کارگر دستیار و کارگر متخصص : 
(ریال) ۱۷۷۶ < ۱۶۲ ۱۸ ۱۵۲۸ < ه 


(ریال) ۲۰۶۴ -- ۱۶۲۲ ۱۸ * ۱۵۲۸ << ه 


به دستور ۱ ب 6 به فا اف او 
وک ۲۸۸-۲۹ 
٩۱۸,۳۶, ۷۲,۱۴۸‏ 
پاسخ. چهار سرعت زاویه‌ای محور چرخ تراش عبارتند از : ۰۱۸ ۳۶ 
۲ و ۱۳۴. 
۲ . از آن‌جا که رشد سالانهٌ تولید صنعتی ۸۸۶ درصد است. تولید 
هر سال هر بیان بیش می‌ شود ربه یک واسحل تولید » 9۸۲ واحد 
اضافه می‌شود). بنابراین تولید سالانه در اين ۷ سال» تشکیل یک تصاعد 


هندسی با قدر نسبت ۰۸۶ /۱ می ذهند : با توجه به دستور مجموع جمله‌های 


۷ ۴ ۱ 
(۱ - و)ه 9 ) ین 


5 0-۱ ۱/۰۸۶ ۱ . )۱/۰۸۶۲(۲ ۰-۸ 


۱۵۸۵۵۸ ۱ م۱ ۱ 5 


۳۳۶ 


محاسبه‌ها را انجام می‌دهینم : 
۱۷۹۲-۰۰ ۱۸ یم ۰۸۶۲ ۱۸ 
۰ 22 ۲۸۱ ۱۸ < ۳۹۰ ۱۸ یج ۰۸۶۲ ۱۸ ۰ ۱/۳۹۰ بح ۱۰۸۶۲ 
یعنی مقدار تولید در چهار سال اول» برابر است با مقدار تولید در سه سال 
آخر. 
۳ جون تصاعد هندسی نزولی است و ۱ > |۱0 پس مجموع همه 


۱ 
ی 
۵ ۱ 
مسا تیزم وت و سنا ات۱ ند تسه اعد ۲ 
۳ -- ۱ 


_ »- ( 


مجموع چهار جمله اول تصاعد با دستور ۳ 


می‌شود. بنابراین 
# 
۳۵ (۶)-۱ 0 
۳ ۶ 
1 ۱ 
جح راهطا . 


مج (۱۰۶)۴۸۱ ۳۸ 


۶۷۱ 
سس ماح 
۶( 
کسر متناوب مرکب (۱۰۶)۴۸۱ ۳۸ را به کسر متعارفی تبدیل می‌کنيم : 
۱۶۳۷۵ ۶ - ۱۰۶۴۸۱ 


سح سب لد ۳ - ۳۳ - ۴۸۱۱ ۱۰۳ ۳۸ 
۳ و هو ه ٩٩٩‏ ن ۱ ۹ ۴ 


۴ .., ۷ ۶ ۲۳ *« "۵ 
در ۷۲ تا رس ۳ مود ۷۲ 
۷۱ ۲۳+ ۲۱۶ ۳ 
۶۵ ۳۶ 5 


۳۳۷ 


۱5۳ 
فرر ۷ ۴ ۳۳ ۵ 9 


۲۳ راهنمایی. شعاع دایرة محاط در مثلث متساوی‌الاضلاع» طولی 
۳ ۱ ۱ ۳ ۱ 
برابر ۷ ارتفاع آن دارد (زیرا در مثلث متساوی‌الاضلاع ‏ میانه ؛ نیمساز و ارتفاع 
مثلث اول برابر ات است. شعاع‌های دایره‌های محاطی ؛ تصاعدی هندسی 
با فدر نسیت برایر و بنابراین؛ ساحت‌های آن‌ها تصاعدی هندسی با 
۵ با فرض ۷ < ۳ به معادله درجه دوم 


(۱( م < ۱ 4 0+ (۱ + (۲)۲۳ - ۳۲ 


می‌رسیم که ریشه‌های آن را ۱ و ۲ می‌ناميم. 1/۱ و ۷ باید عددهایی مثبت 
باسل که دار این خبو رات ) برای 3 جهار جوابت حقیقی ( که دو به داز قرینه 


سس 
که اگر به تصاعد حسابی باشند باید داشته باشیم : 
۳۷۲ 11 جد< (2۲-) سب بل << (2۱-) ست با[ مس 


۱ ۱ ۱ 0 آ. 
با مجذور کردن دو طرف این برابری» به برابری ۹2۲ < 25 می‌رسیم و 
جول 2 و دو ريشه معادله درجه دوم (۱) هستند. باید داشته پاش 


۳ ۳ ۸ 


۹۷/۲ << /1. به این دستگاه می‌رسیم ۰ 


۱ -د- 1 ۱ 4 ۲7 )۲ 
۲ << 1۱ ۱ ره اوآ 
۳ ۳ 
۳ ایب 0 0 هی 
که با حل ال به دست می‌اید : ۲ <- ۲ یا ۳ ]7 جواب سس 2 ۲10 


قابل قبول نیست؛ زرا به ازای ان مقدار ۰77 به ریشه‌های موهومی برای 3 
می‌رسیم. به ازای ۲ << 77 به معادله 

۱ 
/ 


می‌رسیم و عددهای 


,۱/۳ اس و چ ۵ تقد آچوم آابت م۳ 


لگاریتم و تابع لگاریتمی 


۱ 
۳ ۷ ۴ :۱۳ ۱ و ج ۲ 106۶ نش 
۱۷ ۱ 


۲) پاسخ. ّز ۳) به ترتیب داریم : 


۴ 1۱00.۸۱ ۴ 108,۶۲۵ 
پایست جح دب ۸۱ پب 08 ود اد ستد ‏ ح< ۶۲۵ 108۱۲۵ 
۳ ۲۷ ۱08 ۳ ۱۲۵ م1۱08 


هم < 108,۸۱ - ۶۲۵ م108۷ 


۳۳۹ 


7 د ۷۲۱ :ها > ۳۱ < 1087/۷ < ۳ ,1087 + 108۷ (۴ 


(؟ ۱ 
و ۲ ۹ ۲ 
0 5 ن‌ 0 #۹ 0 ۲ 


5 ۲۱ 1087 - ۳ ۲۱0۵۷ 
(» < (۲ 1087 - 102:۳) + (08۱۳ - ۲ ,و10) < 


۱ ۱ زر 1۱0۵۲۷ ۵ 


+ (۳ ۱08 - ۲ ,وو() < 


5 108 ۱۶ - ۸ _ِ 108۵۲ 
۱08 ۸ 108 ۸ 

٩( 108 ۲۵۰ < 108 ۱۳۲۵ + ۱080 ۲ < ۳ + 108, ۰ 

1080۵ ۱ 

۲ 08 + ۲ 5 ۲ 0۶۸ + ۲۵ م1086 5 ۰ 108 

۰ 08۵ + ۱ - ۲ م1082 + ۵ و108 < ۱۰ ۱08 

۱ ۵ م 108 


۵,۲ +( ۴ 5 ۲ 1 ۶۲۵ م08 


۱ 
< 108, ۲ < 1 


108, ۵ 


1082۱۲۵۰ ۵ 


پاسخ. ۲ ۱۰) پاستخ. 8 


۱ اوه ده 


2 
0 


- ۲( - )۷و۱ + ۱۷/۵۲ - اواج + »/ع(- ‏ «عا (۳ 


۲( - ۵۰۱/06 ۱ تیم 
نت اس ۸ ۱۱۳6 4 8/0[ 0 + 18/6 
6 4 6 2 ۴۳ 


۴۳۴ 


۴( پاسخ. 3 
۵) معادله مفروض» منجر به این معادله می‌شود : 


۳ 
0 1 
هم عد ۳۹ - ۲۷ - و۵ چ ۳۶ - 8 < (۳ + ۱()۵2 - 2) 
۳۳ 
۵ 
معادله یک جواب منحصر دارد: ۳ < 2). 


۱ و 
میب شا ای ۲ اد ۲ عدد --- در معادله صدق نمی‌کند. 


از آن‌جا 
۲( در سمت راست برابری» یه منای 01 می‌رویم . 


سم رس سر 
متا ۳۳۳9 
( 0) ,108 
۱ 
:(2 + ۷/۱ ۲ )0 ۲ نت 
در این صورت» به معادله زیر می‌رسیم : 


» < (2 +۰۷/۱- ۱08,)۳ - 2 + ۰۷/۱ -۱),ع۲108 


۳-۰۱4 


که اگر برانتز را به توان پرسانیم ؛ بعد از ساده کردن به دست می‌آید : 


۳ج واه دا و چاه اس و۳ رو چ ۷/۱4 < ۱ - :و 


۳۱ 


اگر این دو مقدار 2 را در معادلهٌ اصلی فرار دهیم قانعم می‌شویم که هیچ 
کدام در آن صدق نمی‌کند» یعنی معادله جواب ندارد. 

۷ معادلهة مفروض را می‌توان به این صورت نوشت: 
۲۱۳۱-۱-۳۲ چ (۳۳۶-۱)بوما - (۱ -- ۳۳-۱ ۲)بعه! 
اين معادله نمایی» نسبت به ۳۳ معادله‌ای درجه دوم است. فرض می‌کنيم 

۳ < ,۱ < ,را < ه < ۳+ ۴ - زا 
اگر ۱ حت ۳۳ آن وق ه یو ز اک ۳ ۱۳ آن توفت ۱ اه ارمایشی 
روشن می‌کند» هر دو عدد در معادله اصلی صدق می‌کنند ؛ 


۸ پاسخ. ۳ < «؛ 
)٩‏ در عبارتی که در سمت چپ معادله فرار دارد» به مبنای 7 می‌رویم : 


۱ 
۱ ۲ 0 ۲ 108 
ین پیج سپ هچ وان سنا 
۵۳ 5 ۲۱08,۲ (2) ۱08۲ 
درنتیجه» معادله به این صورت درمی‌آید : 
۱ [ د 
یز با 0 ۳۳۳ 
5۲ 7 108,۲۷ ۴ 
که با فر ضص 1 << :1 ,108 یه ذست می‌آید : 
۱ ۳ 
۵ 05 نا ۶ 2999۲۳۲۲۷ ۳۷ 


یعنی چ < 2 ,و10 با *(۵1) < 2 و سرانجام ۵ > 2. 


نفف 


۸ ۱) نامعادله را به صورت ۳ ۲ < ۲ 1087 می‌نویسیم ؛ در 
این صورت ۲ وبا ع۱ خر 1 
۲ این نامعادله را می‌توان به صورت دو نامعادله نوشت: 


۲۳ > 5 +108 > ۲- 
یعنی باید جواب دستگاه زیر را پیدا کنیم 
۷ 108۷ > 2 106 ۳ > و0 
۳ نا 4 > 
() 08۲ < 2 108 ۳- < 7 م08[ 


نامعادله اول به جواب ۳۷ > 1 و نامعادله دوم به جوابت نب ۳ 1 می‌رسد. 


۱ 
هر ۲۱۷ ج «ز سس 
پاستجح > ۲ > ۲۷ ۱ 
۳) از نامعادله به دست می‌اید ۱۰ > 2 - ۱ یا --٩‏ < 2. از طرف 
دیگر مقدار جلو علامت لگاریتم باید مثبت باشد یعنی ه < 7 - ۱ یا 
و 
پاسخ. ۸ > ۲ > ۰-4 
۴ از این نامعادله به سادگی به دست ,ایا : 
نت و چد و ۱ د ۷۰ 4 آم جت ۱۵ ۲۵ 4 ۷۲ آ و 
» < (۵ +4 ۲()۲ + 2) ج<- 
حاصل ضرب دو پرانتز وقتی مثبت است که یا هر دو مثبت و یا هر دو منقی 
باشند. از آن‌جا ۲- < 2 يا ۵- > 2. 
برای » شنرط دیگری به دفنت نمی‌آید. زیرا عبارت جلو علامت لگاریتم 
شمه هشیت است : 
۳۹ 


ید 41 | < ۲۰+ ۱ + و ۷+۲۰ اوه 
0 ِ ۳ و بت و ت سك 


وف 


۰ > (۲ -۱()۷-) ج ۰ > ۲+۲ - ۱ 


حاصل ضرب دو پرانتز وقتی منفی است که یکی از آن‌ها مثبت و دیگری منفی 
باشد؛ از آن‌جا به جواب ۲ > ۷ > ۱ می‌رسد. 

نامعادلهٌ ۱ < 12/7 با نامعادل »۱ < 7/7 و نامعادلة ۲ * 12/2 
با نامعادلهٌ ۱۰۰ > ۰/2 > ه هم‌ارز است. 

۲ ۴ 

پاسیخح. ۵ هه و ب ۱ 

۶ نامعادله به صورت " 108 ۳ (۱ تن 2) + 10 درمی‌آید. 

در حالت ۱ > ۵ > », نامعادله 6 < 2 ,108 هم ارز است با 
نامعادلة "۵ > 2 > ۰. به اين ترتیب» به اين نامعادله می‌رسیم : 


و یر و 


از » < ۱ - "7 به دست می‌آید ۱- > 2 یا ۱ < 2؛ از نامعادلة 
۳ > ۱ - 77 به دست می‌آید ۲ > 2 > ۲- که جواب مشترک آن‌ها 
عبارت است از : 


۷) با فرض ۷ < 2 ,102 به دست می‌آید : 
۲ ۲ ۱ 
تست کب 6 با 12 
+ ۱ + ۱ 


۴۳۴ 


که با نامعادلةٌ ۰ < (۱ + ۱()۷ - )9 (با فرض ۱- 2 ۷) هم‌ارز است. 
در یک جدول» علامت هریک از عامل‌های ۰۷ ۱ - » ۱ + لا و» سس 
علامت حاصل ضرب آن‌ها را پیدا می‌کنيم : 


بنابراین ۱ < ۷ یا » > 1 > ۱- و با جانشین کردن مقدار ل: 
۰ > 5 ,108 > ۱ - و ۱ < 2 ,108 
از نامعادله اول به دست می‌اید 0 > 2 > ۰. نامعادله دوم هم‌ارز با دستگاه 


و بچ۸ وت ۱ 2 | ۰ > 7 ,108 
/ ۱ ی < 2 ,108 


باس ی کل تسیب قير | 

پاسج. 0 > 3 218۳ > ۱ 

۶ ۱!) می‌دانيم لکاریتم هر عدد مثبت در مبنای همان عدد برابر 
واحد است؛ در ضمن؛ اگر مبناً بزرگتر از واحد باشد. عدد بزرگتر» لگاریتم 
پزرگتری دارد. 

در مسالة ما ۱ < ۱۱ ,,ع۰10 ولی ۱۱ > ۰۱۰ یس 


از طرف دیگر ۱ < ۱۶ ,,108) بنابراین 
۱ < ۱۲۰ ,108 ح ۱۱ ,۱08 


۳۳۵ 


به این ترتیب ۱ > ۱۰ ,,ع10 و ۱ < ۱۱ ,۰108 پس 
:۷۰ > ۱۰ ,108 
۲ شبیه تمرین قبل 
۱ < ۱۶ ,102 > ۱۵ م,ع۱,108 < ۱۴ ,108 < ۱۵ ۱08۱۴ 


بنابراین ۱۵ 108۶ .۱۵ 108+ 
۳ لگاریتم‌ها را به مبنای 0 می‌بريم : 


۱ ۱ ۱ ۵ , 108 
<< | م یتست 225 سس << 911 
08۶ ت ۵ ,8 ۵ ۵ ,108 ,5 
اگر ۵ < ۶ آن وقت ۵ ,102 < ۶ ,108 و 
۳ 1 0 ۱ ک ۳ 
(۱ < »)4 ۱08۶ < 4 و108 چ- 7۳ 


۳1 ۱ -< ۰0 آن وفت 0 108 ص 0 م108. 
وب سوت ونر ۱ ۱ 
اگر ۱ > 4 آن وقت ۵ ,108 > ۱8,۶ و ۵ ,108 لَ 2 


پس 
(۱ > ۵ > ۰) 1086 < 4 ۱08 


:۶ 108۷۲۹ < (۱08)۱۰۲۴ < (*1087)۴ < ۴ 108 ۵ 
۶ -< ۱۵۶۲۵ 1020 > (0)۷۷۷۶ع۱0 < (*۶)ع۱0 < ۶ 108 ۵ 


پس ۶ :< ۴ ۵108 و ۱08۶ < ۴ م108. 


۳۳۶ 


۵( به باد می‌آوریم که میانگین هندسیی دو عدد مثبت ) از میانگین حسابی 
آن‌هاء بزرکتر نیست» یعنی برای ه جر 6 و ه مد و 


کب > ظه/ 


دز صمن ) می‌دانیم برای 1( و 0 مد مشت و مخالف واحد ‏ داریم : 


۱ ۱ 
9 < ۵ ,108 پا ۱ < 0 ,4108 ,108 


ی و مر 
سبت, 1 وم ر ۳۷ می‌نامیم. ۸ مقداری است مشت (جرا؟)؛ بنابراین 


طت ۱2۱ ۱ 
> ۱1/18۱۱۰18۹ < گر ٩/‏ 
۰ 108 


۱ ۱ 
۱ < ط > ۹ سس. 


به این ترتیب ۱ > ۷۸ و ۱ > ۸ > ۰ یعنی 


1۰۱ 
108, ۱ 


۷۱ << ۱۰ ,۱02 ج- ۱ > 
یادداشت . با همین روش می‌توان» با شرط ۱ < 6 ثابت کرد: 
(۲ + »)۱پیعه1 < (۱ + ۱08,)0 
مثلاً این زنجيره نابرابری‌ها درست‌اند : 
از ۲۲یا هر ۲۲ بارخ ۲ فا ۷۲۱ 08| 


۳۳۷ 


۶( علامت تفاضل دو عدد را بیدا می‌تنیم ؛ مشت يا منفی بودن این 
تفاضل» نشان می‌دهد. کدام بزرگترند. 


۳ ,۱08 / 
تست : 9 ۱ مط 1 سس ۳ ۱ ۳ ۱ ۱ ۳ 1 _- ۳ ۱ 


۳ 108 - ۱۱ ب۱۵۵ ۱۰۰ ب108 _ 
۱ 108۷ 5 


در ضمن داریم : 


۱۰۱ ۱9 
۲ ( 1086 + ۱ ت- دِ 4 ۱ ب 108 :۱ پ 108 
۲۱ ۱ ۲۱ ۱ ۱ ۱ 
اه | ,۳1۵ ۱ج | 2 ۲ 108 < ۱۱ ,108 


۱۳ ۱ ۱۳ ۱ 
| 108 حله ۷ ت ( ۳ 108 ۱۳ 108 
بنابراین 


ک‌ ‌ 9 ۱۱ ۱ ( ۱ ۱( ۱ 5 
- |( ,وه +۱) - > بقع + ۱ سب 08[ لد | 102,1۱ ۳ 


۳ ۹ ۱ و۱ ۱ ( ۳ ۳1 ۱ 98۷ ۱ ۱ 
73 8۷ ۳ 7 ۷5۷ + ۳0 108/۱ 


#۷ ۱9۱ 
۱۳ كٍِ__ ۳ ۱۳0 


‌ ۱ 1 ۱ ,10۵ ] امیس 
77 08۷ ,108 + - 1 ات 751 0 


می‌دانيم به شرط ۱ < 6 و ۱ < 0 مقدار ۵ رع10 عددی مثبت است؛ 


۱۱ ۱9 
ج ك 108 1 ,108 1 


یعی 
۱۱ ۱ ۱ ۱ سس 3 ۱ 
7 ۳ .5 ۷ 08۵ ۱ ,15 ۱ 5 


۳۳۸ 


بنایراین ه < ۷ و ۱۳ ,,108 < ۱۰ ,ع108. 

۰ . باید مقدارهایی از متغیر مستقل (در این‌جا 2) را بیدا کنيم که 
به ازای هریک از آن‌ها» مقدار کاملاً معینی برای متغیر تابع (1) به دست آید. 
این مقدارهای 1 راء دامنه يا حوزه تعریف تابع و يا مقدارهای فابل قبول 3 
که یتنا 

۱) جون عددهای منفی لگاریتم ندارند (و همچنین» عدد صفر): باید 
داشته باشیم : 


وه > 2 چد و جر ۴ب 


۲( پاسخ. ‌ِ 1 

۳ ۰ < ۱ - ۲ :د: از آن‌جا ۱- > :۸ یا ۱ < 2 (خودتان محاسبه 
کنید). 

۲) پاسخ. ۷/۳ 7 3. 

۱۶۸ 


۸/۶۱ 
۱( 108 ۲ < 0۶ 9 < 1086, ۶ - ۱08۵۶۲ < ۱-0 


(۱۶ ۶« ۳),ع۱۵ . ۴۸ ,۱۵8 


۳ ۱۵۵ ۲۴  ۱۵۵۶)۳<۸( 
۴ 


۱ 
10۵8 ۲ ۲ 0۶ 9 


۳ ِ 
( 08۶ + ۳ و08 


۵ ۴ . (۲ وع10 - ۶وع۴)10 +ه ‏ 
۳-۵۲ (۳ و10۵ - ۶وع۳)10 به 


۲( 108 ۸ 


۳۳ 
۳ 


۵ ۵ ۵ : ۱ 
بل ح سس ع ۶ ما - - ۷۶ ۵۱0۵ < (۱08۳)۷/۶ (۳ 
۲ ۳08۵۶۲۳ 5۳ ۲ ۷:۷۶ ( ۱۵8۳/۷۶ ( 


۳۳۹ 


۳" 
۳ 2 106 نب (۴ 


(۳۷۶)م۱08 
(۱ +۲6۸ ۱+۵ 10۲+ ۶وع10 . 
۱+ ۲ ن ۶ +18۵ ۳ مع 10‏ 


۲ 


۳ 
۲ ) جون. بت : .رز 1 داریم : 


۲۵-۲۳ + مه »ها ع1- ۲۱۵۱۳ + آع1 _ 


- ۳ 
0 -- ۱ ۲- 18۱۰ كت 


۱ ها ۱۱۵۵ ۱۳۷۵ ذن خفن 


,۵ + ۱ << ۵ ,108 + ۱۲ ,و10 < 108,۶۰ 


08,۲ ۲۷۵ < 102۱۷۱۱ + ۲۱۵8 ۵ < 0+ ۲۵۰ 
۱08۶۰ 
۱08, ۲۷۵ ۲۵4 


109۳۷۵ ۶۰ 


۳( ولاً چون » < 108,۳۲ پس 2 - ۲ م10 و 
[ ۵ ۷ ۳ 2 ۲ 108 ع< ۲۰ +۱08 


4 


۵ +۱+ - < (۵ ۳+ ۲۲)بوما < ۶۰ 0۵| 


۱ 
۱ + 6 +4 0اه 1086۰ ۱0۳۶۳ 
01 ۱۳29 لت و ۷ و۶ 
لد مس ۱ ۱ ۳ ۵ ۳ مب ]۱ 
۲ + » + 60 1 102۶ 
7 
۱ + ۲۵ )6 


انیا پاسیج: ۲ + ي +4 ۲۵6 


و ۵ ۴ 


۳ راهنمایی. به مبنای 2 بروید. 
۱ ی ۲ 9 تا 
پاسخ. ۱) (۱۲۹/۵ )سب ۲ (۳۰/۵ -- 9 
۴ ) در مسالهٌ ۰۱۵۹ در یادداشت یایان تمرین ۵). این نابرابری 


را آوردیم که برای ۱ 2 1) ذرست ان 


(۲ + ۵),پیعه! < (۱ + »)رها 


بنابراین ۴ ۱08 < ۳ 1087. 


ولی در این‌جاء راه حل دیگری را می‌آوریم (روش بیدا کردن تقریب‌ها). 


درستی این نابرابری‌ها روشن است: 
۴ج 2۰/۲۷ ۳۲ :۳ > 2۰/۸ ۲۲ 
بنابراین 
۳ 1 
۳ 1087 < ۲ 10867 7 ۳ ۳۹ < ۳۲ 108۲ 
۲) به ترتیب داریم: 
۵ ۱ 
3 08 << ۲ م0[ - ۵ ,(عن[ < ۲ - ۵ 108 


۳ ۵ 
ی ی 


۱۱۱ ۱۱۱ ۵ 
۲ نت ۱۱ ,ون [ ات (چ) 08۲ < (چ) 08 < 9 108 


یعنی ۲ - ۱۱ 108 < ۲ - ۵ ,ع10 و ۱۱ ۱۵8۳ < ۵ بع108. 
۳( 0 106 << ۲ - ۵ 08۷[ و (ح) 1 د ۲ - ۱۲ .,1۵9. 


بنابراین» باید عدد 0 ۰۲ را با 9 08 مقایسه کنیم : در واقع باید 


۴۳۵۱ 


۵) عم ۳ ۱ ۱ 
(۴) ,عهآس۳ را با ۳ مشأیسه کنیم؛ زیرا اگر از این ده عدد در مینای ۳ لگاریتم 


۱ ۱ 
بگیریم؛ به همان دو عدد 0 ۲ و : ۳ 108۳ می‌رسیم. ولی 


۱۹ ۱ ۱ 
9 سجست ( )ما۳ 
۳ 


(اگر از دو طرف در مبنای ۲ لگاریتم بگیریم» به یک برابری روشن می‌رسیم). 


يس باید دو عدد 
۴ 108 ۸ 
د ( 
۲ 


۷۲۳ ۱۲۵۱۳ _ ۵۱۳ اافت لت 
ز ۲ ۴ | |۱۴ < #7 


۱6۲۲ ۵ ۱۳۵ 


۶ 
(نیا پچ" < ۴و و چاج- < )۰ بنابراین 


198 
۱ ۵ 
۲ 0۵7 < ۵ ۱087 ج ۶ 8 


۴ از آن‌جا که 
۵ < ۷/۱۲۸ - ۷۲۲ - ۲۳ 
۲" ۷ ۳ 
بنابراین ۳ > ۵ 108۲. بنابراین 


۳5:۵ > ۳۴ - ۷/۳۷ - ۷/۲۱۸۷ > ۷/۲۱۹۷ -- ۳۰ 


۳+ > ۵ :102 چت ۱۳ > ۳۶:۹ 


۵ ۱) از دو طرف برابری» در مبنای ۰۳ لگاریتم می‌گيريم : 


7 1067 ۳ + 


سب[ 


۳ ۱ 108۲)۲ (  ۱0عج)۳۲‎ « ۲۳( 


اگر عمل‌ها را انجام دهیم و ۲ +ع0! را ۵ بنامیم؛ سرانجام به اين معادلُ درجه 


دوم می‌رسیم . 


هم > (۱+ ۲/۵ - ۱(۵ - 6) + 2 
پاسسج. ۳ ده ندرج ۳ 10 سم بت جح ی 
۲ راهنمایی. دو طرف برابری را بر "۵ تقسیم کنید. پاسخ. 1 ۷72 
(می‌توان ثابت کرد؛ معادله جواب دیگری ندارد؛ ولی برای استدلال دفیق در 
ات ۱ منم سفق ی 
۳( فرض می‌لنیم ۳۰-۲ ۱ یه تست ماود 
وس | ۱ 4 ۲ 


سس سس 
(۱ + 4) نی ۳ ۲ ۳ 


اکنون اگر معادله را بر حسب 8 بنویسیم و سپس فرض کنیم *۶ < (ا) به 
این معادله در حه د ۳ پر چست مجهول ۰ هی رسیم - 


۱ ۱ 
ی و ۳2 ۴ ۴ - ۲۳۸ + ۶۲ 


۳ فقابل قول نیست» زیرا وین مس آسست 


۱ 7 چ ۰ ۰ (۶) و 
کش شک 9 *" ۱ 
دس ۰ ِ ۲17 بآ ‌ ۳1 


۵۳ 


پاسخ. ( عحج تن 
۴( از دو طرف در مبنای ۳ لکاریتم می‌گيريم؛ در ضمن روشن است : 
۲ _ ۱ 1087 


۳-۹ ۱1 1 
2 108۷ 1 108۳ تب 


اگر فرض کنیم -< 2 1087 و ۵ < ۲ 1087 آن وفت معادلهٌ مفروض به 
» < (۱ - ۱()۵ + ۲۵) - ((۲ +۵) - زا 
از آن‌جا: ۱ +۲۵ < ۱ و ۱-0 < ۲. بنابراین 
- 2۱ چت ۱۲ 108 <- ۱ + ۲ ۲۱0۵ < 2 108 
۳ نز ۱ 
۲ 1:۲ چ- 3 108۷ ج ۲ 10867 - ٩‏ کت 10867 


۵ از دو طرف برابری» در مبنای ۲ لگاریتم بگیرید؛ با فرض 
5 << و ۱08۱۳ < »۰ به اين معادلهٌ درجه دوم می‌رسید. 


م < (۱ ۲۵۰ + ۳۵۲) - ۱(۷ - ۲/۵ + ان 
از آن‌جا ۱ + 6 - ۰۱ و ۲ - ۱ 2 ۱/۲ درشجه 
:۱ ند و۱0 تا و۱ 
۲ 


۳ 
۷ 10۲ << 3 108۷ سح ۳8,۳ - 8 108۷ 


۶ # 108۷ < ه می‌گيريم و معادله را نسبت به مجهول 7 منظم 


۱-۵ < ۳,۵۷ < وه چ< ه ‏ (۳)۵-۱- ۴(۵ - ۵) + 2 


۵۳ 


یکی از ریشه‌های معادله برابر ۳ است و ريشه يا ریشه‌های دیگر را باید از 


این معادلة نه قشست اند 
دا 

۵ ع10 < #۶ 108 - ۱ < :2 
7 


۱ 1 ۱ سمییی سا 5 
از اپن معادله به معادله ‏ < ۲ می‌رسیم. ۱ < 7 در این معادله صدی 
می‌کند. ابت می‌کنيم؛ این معادله» ريش دیگری ندارد. روشن است که 3 
نمی تو اند منفی باشد» زیرا به اژای ۰ > با مقدار سمت چپ برابری (یعنی 
‌. ۲ .. ۳ ۷ 
۲ 

۰ 1 ۹ آ . > 1 ۹ ۳ 
بزرگتر از واحد باشد؟ اگر ۱ < 2 آن وقت ۲ < ۲ ل ۱ > سح همجن 
مقدار ۰2 نمی‌تواند بین صفر و واحد باشد. زیرا اگر ۱ > 2 > ۰ آن وفت 


۲ 
۳ ۲ /. 
۲ ۵ ۱ ها 2 


پاس. ۱ تج و 
۶ با توجه به مبنای لگاریتم باید داشته باشیم ۱۰ > » > ۳. از 


برابری 

(۲ - ۵0 ۰7 - :۱()2 - ۲۵۵ ره -) د ۴۵-۳ + - 
به این معادله درجه دوم می‌رسیم : 

(+) و سب ۴۰ + ۸۵ + آم 4 (۲۸ +۲۳۵۸ - ۱۶۲ 


برای اين که معادلٌ مفروض تنها یک جواب داشته باشد. باید معادله (*) 


دارای دو ريش برابر باشد؛ یعنی مبین آن برابر صفر شود: 
ه - (۴۰ +4 ۸۵+ ۱۶)۵۲- ۲۸(۲ + ۳۵) 


۴ ۵ ۵ 


ی .۲۳ ۲ ۸۶ + و ۲ ۱ 
از ا‌جا سس < م که با توجه به شرط ۱۰ > 0 > ۰۴ جواب 


منفی قابل قبول نیست. 


۳۵21 سل و ۲ 
۷ 


پاسخ. ۲ ۱ 2 تسس , 
۱ پ ۲ ۱ 
۷ لا د :۲2 - 5 و ع< 0۱-۱ - :۲|۵ فرضن مي‌کشم در ین 
صو رت 


1-۱ 
1 


ب ۱ ۱ 
2۲ ۲۳۰۱ ج ۱ +0|-- > | - با 
:(۲ + )۲۱۵۵ < (۳ + »)جر و۱ > (۳ + ۲۵ - 2)چ ۱08 
< (۳ + )۱08۳ ۷ ۲ ۲۰۲۰۲ < (۳ + 2 - ۲ 2)چ ت۱0 تکار 


۱ 
,(۳ + )108۳ سم ( ۳ با یهن[ ۲۰۲ 


به همین رتسب برای جمله دوم عبارت سمت چپ معادله به دست می‌اید : 
< (۳ + ۲) 08 ۰ - ۲۱ + 6۱ - ۳2( 108 اف 9 


۱ ۱ 
(۳ ۳ 108 و مت تحت (۳ ات ۱08 ات مر ۲ ۲۲ 
۷ 


بنابراین» معادلة مفروض به این صورت درمی‌آید : 
(۳ + ۰1۵8)0 ۲۳ ع< (۳ + )۰108 ۲۲ 
و این برابرای» تنها برای " < ه برقرار است؛ زیرا اگر *  <‏ آن وقت 


(۳ بت )۱08 ح‌ (۳ 1 90 از ی ۱9۳ 


۳۶ 


و در نتیجه» اگر 0 < 0 آن وقت 

(۳ + )1۵8 ۲ < (۳ + )۱08 ۲۳ 
به همین ترتیب» اگر ‏ > ۰ آن وقت 

(۳ + )۳۱۵۵ > (۳ + ) م0[ ۲۳ 
پس ‏ << ۰۷ یعنی 

۱ | - |۲۷ ح< ۲۷۵ - 
این معادله. به دو معادله زیر تبدیل می‌شود: 
۱ اس )۲ ۲ اب و ۱ ( -- )۲ ۷ - اور 
و یا پس از ساده کردن 
۵ ۱ 4 ۲۵س وه م۲ و۴ آوو 


مساله می خواهد : این دو معادله درجه دوم؛ ری هم: سد جواب داسته باممد: 

و این ؛ ننها وئتی ممکن است که یکی از معادله‌ها دارای ریشه مضاعی (ریعنی 
تن( ۱ 

الف. معادله ۵ تجصن ‏ سل عم ۲ خی رل به‌ازای ۲ حد 1/ دور ر سك برایر صفر 


3 ۱ ۱ 
سس می‌گند ؛ درضم ؛ به‌ازای ۲ 6 معادله دوم » دارای دو ريشه حقبقی 


اسنت : 


۲ ۲ وه ج ه ۲ +۲۵ - اه زج < و 


۴۳۷ 


لسا: معادله » < ۱ + ۲۵ 4 ۲۰ - او وقتی دو ريشه برابر دارد که 
داشته باشیم : 


۰ 
> < ه ده < (۲۸+۱) - ۲ < ۵ 


و به ازای / ۰6 معادله دیگری دارای دو ريشه ۲ است. 
۱ ۱ / 
پاسخ. > < 6 (۰ ۱ 4۰۱۷/۲ ۲ < 2۲ و ۲۰۰/۲ -< م2 


۱ ۲ حج ۳ 0 ۲ 2۷ و ۲/- < م:9) 
۸ . نامعادله وقتی معنا دارد که داشته باسیم : 
۵ < 7 < ۵ - 3 


ت کر ون لا بت هم جد ۴ - ۲ 


۲ مد ۴ -- بو » < ۱ - (۴ - 2)ب ۱08 


۵ ح 3 ‌- 
۴ ند ۴ مب نع 
روشن است که ۵ -- 27 در نامعادله صدق می‌کند. 
با فرض ۰ 2 :2 به این نامعادله می‌رسیم : 


۳۸ جد ۴ - ج چت | < ۴۱ بت ۱08/7 


4. دامنة معادله (یعنی مقدارهای قابل قبول 2) از اين دستگاه به 


قاس تفن این" 
و در ۵ -- ۳۵ ]| 
و ح آ: -- وزی لد ۲ 


۴۵ ۸ 


از نامعادله اول دستگاه به جواب ِ 0 7 می‌رسیم و نامعادله دوم را می‌توانيم 


به ترتیب» به این صورت بنویسیم : 
۵۳ ۳۳۱ یا ۲ ۳ ۵۱۰ 
> 2 سب بل ۲ یو نت تب 


۳ + ۵ بر ۳۲ نت 3 
۲ 


که از آن‌جا؛ جواب ۰ می‌آید ؛ 


س‌ ۳۹ ۵ ث د 
اگر شرط تج < 7 را هم در نظر بگیریم» دامن معادله چنین می‌شود: 


۳ ۵ 
عس یت 35105 ج 


این اتحادها را در نظر می‌گیریم: 


۱ ۱ 
۰ ۱08۷ 3 < ۸ ۷ 08 - ۱ 1087 <- 77 108۷ 
۱ 0 
0 
رم )۵ 108 ۳۵ 


#۲ 


(۵ -- 108۷/۳2( 2 - و۵ ۸ 08 - < (۵ - ۱087)۳2 سِ 
که یمک تیلقا ساقه» یی سک 
ه < [۱ - (21 - ۵2 + ۲)مع۵(]108 - 108)۳ 
یعنی ؛ باید ریشه‌های این دو معادله را به دست آورد: 
۱ < (2 - ۵2 + ۲)مع0] و » <- (۵ - ۱08/۳2 


۳۵۹ 


معادله فرار دارد). برای معادله دوم داریم ۱ 


ه < 4۳ ۵2 - آو چد ۵ < و - ۵2 + ۲ 


1۳ ۱ 
که دو جواب دارد : "یلد بلن. ولی 


۳ ۵ 
بو 2 


۵ ۶ - ۵ ۰*۱۲ - ۵ 
۴ بت ۷9 اه :ببس بت 39 ممستببست 
۳ ۲ ۲ 


٩/۱۳ >, ۵-۳ ۵‏ ت ها , ۳ 
و ۳ سیسو لس نیسحت قابل قبول لسیست . 


۳ 1 
۳ ۸ 
پاسخ. ۲ ,و و "سید ح مت 


۰ جواب امعادله باید با شرط‌های » < : و ۱ 7 2 سازگار 


باسد. با این شرط‌ها نامعادله به این صورت درمی‌آید : 
۷ 


۱ نت ۱ 
۳ چ ۷ < سل + رود 


<م 7 
۱ 5 ب 02 


از آن‌جا به نامعادلهٌ سادهٌ » < 2 ,108 می‌رسیم. 
پاسخ. ی 
۱ جون ۱ 4 2 +2[ - (۳۵) ۱08 بنابراین» معادله مفروضص 


» 3 ۰ 
۱ ۱۳ ۱ 
خی هی سس 


م سب ۲ د 7 08 ۰  -‏ 1087 
که معادلهٌ درجه دومی است نسبت به مجهول 2 ۱/1087: 


۲« ۲ ۰/۱02 ,۱ << 2 مع1۵/ 


ي ۴ 


یاسخ. ۲ < 7 و ۸۱ < 2. 

۲ سسلله‌های ۱۷۲ و ۱۷۳ را به اين دلیل آورده‌ايم که نشان 
دهیم لگاریتم تنها یک مفهوم انتزاعی و ذهنی نیست که ریاضی‌دانان؛ برای 
سرگرم کردن خود و دیگران آن را پدید آورده‌اند. لگاریتم در حل بسیاری 
از مساله‌های مربوط به زندگی و صنعت کاربرد دارد و در بسیاری زمینه‌ها؛ 
گره‌گشای دشواری‌هاست. 


۸/ - ۵۰۱ ۱/۰۳۲ < ۵۱/۶  )مرگولیک(‎ 


۸ ۵ اه ۱ ۳۳ مرج ۳ ۲ 


چا 
رن از 3۶ ۹۳ 
هر 1 ۲ تفا اف 
تنج ۱ سس تحص ۱ 1 
۳ ا. سر .۳ .۴۳۹ 


از آن‌حا ۵ ۱۱۸ - 1 (درحه). 


۱ ۳ 7۳ 
(لغر ) رس آرهفن مکب) ۳ ۲ بح "۴ نت - ۲۷ 


وزن شیر مخزن 
(کیلوگرم) ۵ ات و۱ ۲ ۱۳۳۵ حد [لاز 
سطح کل محرل استوانه‌ای 


0 ۱ 


۳۶۹ 


از آن‌جا 


و۳ ۲ :۱ ۷ ۱۱ 4 ۳۳ واه 3 ۳ - ۴۲۵ . 
۰۸۴ ۷ ۲۴۳۰ 5 5۷۵ 


<< ۶ ۷۱ 


و ۶/۳ :2 1 (درجه). 

به اين ترتیب؛ بزرگ کردن ظرف» بدون هیچ تلاش فنی دیگری؛ می‌تواند 
حرارت شیر را نزدیک ۵ درجه؛ کمتر بالا ببرد. 

۳. چون باید داشته باشیم : 


۹ 
۰ 


1870 
ره دست می‌آید : 
(روز) ٩۰۰‏ < 7 جد (۳۰۱)ع1 < 18 


۲۳ ۱) تابع با ضابطهُ ۳۵ - ۴ < ۷ برای هر عدد حقیقی ‏ معین 
است؛ بنابراین تابم معکوس آن هم برای 1 ع 2 معین است. معادله 


۴-۲۵ 2 :)۳ از 
ر نسبت به 2 حل می‌کنیم 
۳۳ 
و یبماز اه « 


محورهای مختصات رسم می‌کنيم (شکل #۳۸). 


۳۶۳ 


همان طور که در شکل دیده 
می‌شود؛ این دو نموداره 
نسبت به خط راست < لا 
نیمساز ربع‌های اول و 
سوم) قرینه یکدیگرند. 


شکل ۸۸ 


۲ تابع با ضابطهٌ ۲۶*۱ < (7)2 < ان به ازای همه مقدارهای حقیقی 

2 معین است و در ضمن. با بزرگتر شدن ۰2 مقدار ن هم بزرگتر می‌شود : 
ار هیناح وج 

(چنین تابعی را؛ تابم صعودی گویند). برای تابع عکس: 5 را بر حسب لا 

پیدا قی‌کتیم: 

» >  )0( < و10‎ ۷ -۱ 

(در واقع» از دو طرف برابری ۲۶۲ < و در مبنای ۰۲ لگاریتم گرفته‌ایم). 

متعین را بای تابع را با 1 نشان می‌دهيم. نمودارهای 


(س ال نا رو ۲۳۲۲ ع رز 


می‌کنیم (شعل ۳ این 


دو نمودار» نسبت به خحط 


۲۷۱ حب 1 


راست ۲ << 8 فرینه 
۷۵ . برای حقیقی بودن مقدار )» باید داشته باسیم : 
۱ < وم ج- ه < (2 1۵)609 


۳۰:۳ 


وی مقدار کسینرس نمی‌تواند از واحد بزرگر باشند» بان 
( 6:6 ۲۳۴ دج چد ۱ ع ۳ موج 


یعنی ۲ می‌تواند مقدارهای ۰؛ ۰۲7۲ ۲7۲ ... ۲7۲ --, ۴7 ... را اختبار 
کند و مقدار 7« (بُرد)» به ازای هریک از اين عددها برابر صفر می‌شود. 

نمودار 2 605 ع]/۱ -- ۰ از نقطه‌های جداگانه‌ای واقع بر محور "27 
تشکیل شده است؛ به نحوی که هر دو نقطه مجاور به اندازه ۲7 (به تقریب 
۸ ۶۸ واحد) از یکدیگر فاصله دارند و» درضمن. مبداء مختصات» یکی 
از آن‌ها است. 

۷۶ اظر در تابع پا ضابطهُ 2 108 << با به مبنای ۲ برویم. به 
دست می‌آید : 


108 8 .. 0 


108 ی < 


۱ 
۱087)( 


بعسی ) اگر ۵ یر ۲ 7 عل‌د دلخواهی دز نظر بگیریم» داریم : 


0 اعد ۲ 08 


و نمودارهای 2 1087 < ( و 2 ۱ 108 < ۰۷ نسبت به محور 212 قرينهةٌ 
یکدیگرند. 
در شکل ٩۰‏ نمودارهای هر دو تابع را 
روی یک دستگاه محو رهای مختصات 
شحا ٩۰‏ 
نشان داده‌ایم. 
ر۹ 5 دامنة تابع با ضابطه [ ۳2 سب ۱۱8 ح ۷ عبارت اشتتت: از 
اگر » - 2 آن‌گاه ۲.- -- ۴ 108 حد رز ؛ 


۳۶۴ 


ار هع زا آن‌گاه ۱ ۲ مس ۴ یا 


هرچه 2 به ۲ نزدیکتر شود مقدار ل بزرگتر 
می‌شود ؛ نة نجوی که نمودار ‏ در کنار یل راست 
1 جح رل نه سا بی‌نهایت هی ود. نمودار تابع » 
دز شکل ۹۱ داده سده استتا. 


۸ برای رسم این نمودار» بهتر است ابتدا نمودار تابع با ضابطه 
2 108 [ را رسم و سپس آن را به اندازهٌ یک واحد؛ در طول 0 
جابه‌جا کنیم. نمودار تابع 2 108 < ۷ نست به محور 0 متقارن 
است» زیرا تابعی است زوح (با تبدیل 2 به ۰-2 مقدار ل تغییر نمی‌کند). 
به این ترتیب» کافی است نمودار 2 108  <‏ را رسم کنیم (شکل ٩۲‏ 
نمودار سمت چپ) و» سپس قرینهُ آن را نسبت به محور ‏ به دست 
آوریم نا شاخ دوم نمودار به دست آید (نمودار وسط در شکل .)٩۲‏ اکنون 
اگر این نمودار را به اندازه یک واحد: در طول ب/و» به طرف پایین متفل 
کنیم؛ نمودار ۱ - ]۱2 108 < ن به دست می‌آید (شکل ۰٩۲‏ نمودار سمت 


زاستتت). 


۹ قفز فنن می‌کنيم» برای انتشار عمل فانوس دریایی در ۱ کیلومتر (به 
شرطی که به وسیله هوای دور و بر جدذب نشود) ‏ سدت بوری برابر ۱ ره 


کارسل کافی باشد. روشنایی» با شدت نور؛ نسبت مستقیم و با مجدور 


۳۶۵ 


فاصلهٌ آن از سرچشمه نور» نسبت معکوس دارد. بنابراین» برای این که شعاع 
عمل فانوس دریایی 7 برابر شود باید شدت نور آن "۲ برابر باشد؛ یعنی باید 
شدت نور برابر "۰/۰۱۸ کارسل بشود. 

همچنین؛ اگر نور» ضمن عبور از لایهٌ ۱ کیلومتری» ۰/٩‏ انرژی خود 
را نگه دارد؛ در عبور از لایهٌ ۲ کیلومتری هوا ۰/٩ * ۰/٩‏ یعنی ٩(۲‏ ۰( 
انرژی نوری خود و» ضمن عبور از لایهٌ 7 کیلومتری» به انداز ٩("‏ /۰) 

برای این که چشم بتواند» نور فانوس دریایی را از فاصلهٌ ۲ کیلومتری 
تشخیص دهد. باید شدت نور فانوس را چنان اضافه کرد که ٩("‏ /۰) برابر 


نیروی نور فانوس با "۰/۰۱7 کارسل برابر بشود. یعنی شدت نخستینِ نور 
۱۳ ۲ 
فانوس» برای اين که به ۲کیلومتری برسد باید برابر ۳ کارسل باشد 
/ 
(اين شدت را آ می‌نامیم). به اين ترتیب» بستگی بین 7 و ۰۳ اين طور بیان 
می‌شود : 
۲ 
۲۶ ۸ ه 
بسسته موز 
۳ مه 


۲ 
۱ ۱ کت ۳ 
بایل ۳ را از معادله ۳ حد ۵ ۵ ۵ ۳ یه اسمسستیا اورد. 
5 


معادله؛ را با روش رسم نمودار حل می‌کنيم. در آغاز از دو طرف معادله 
لگاریتم می‌گيريم. (در مبنای ۱۰): 


ت ۱18۰ بیییه ۳187 ۱ ۵ ۳۹0 < ۰ ۰ ۵ 18۶ 
٩۵۴۲,‏ + ۰-۳-۱ ۲۱۵۲ + ۲ < ۲۸۸۱۲۹ 


۱۰| - ۰۸ ۲۲۹ 1 ۱ 


ی 


مقدار 1 از دستگاه زیر یه سس می‌آید 


۱ ۲۹۸ + ۲۳۲۹۲ ۰۸ حد ۷ | 
موه ۱ << زا 


نمودار تابع اول را می‌توان با دو نقطهٌ آن» و مثلا 


۸۰,۲۹۸ ۱(, 1۶۰,۱۵, ۴( 


رسم کرد.برای رسم نمودار تابع دوم این جدول را تشکیل می‌دهیم 


نقطه بر خورد دو نمودار (شکل ۳ شان می‌دهد که 


(کیلومتر) ۵۲ نج ۲ 


۳۶۷ 


۱/۰۵« ۱( نمودار را برای ۳۹۳ > ۷ > 9 رسم می‌کنيم. مقدار لا 
ی ۱ ۱:9 به بتترین رمقلار ید و به ارلی ٩‏ ۳:۳۲ به 
۲ ۱ ۱ ۳ 7۲ ۳ 
کمترین مقدار حو ۵ هی زر سمد. نمودار دار نقطه‌های ۲ حم رآ ِ 51 رآ 6 


محور 3 فطع می‌کند (شکل و 


۲ 7 ۰0۲ - ۷ دورهٌ تناوبی برابر 7 دارد؛ به همین مناسبت باید آن 
را در فاصله 7 > :2 > » رسم کرد. توجه کنیم 2 60 در نقطه‌های ۰ و 7۲ 
ناییوسته است. ولی اگر 3 در ربع اول و نزدیک به نقطهُ صفر باشد» مقدار 
1 بسیار بزرگ و مثبت است؛ ولی وفتی در ربع دوم به ۲ نزدیک می‌شود» 
مقدار ‏ به سمت 00- می‌رود (شکل 4۵). 


7 
۷ 
۱ 


۳۶۸ 


تست 5 


۱۸۱ این سس نمودار را دار شکل 


انتخاب شده است تا بتوان آن‌ها را با هم 


۱ 
مقایسه کرد. جدول‌ها را برای مقدارهای _ ۳ 
9 , : ۱ خی وا لس ۶ ون 
متناظر ‏ و ۰۷ در باره هر نمودار خودتان وی ۶ه 
تنظیم کنید. 
در شکل ۹۶ می‌بینید. هر چه ضریب ‏ 917 از لحاظ قدر مطلق؛ کوچکتر 
باشد» منحنی کشیده‌تر و به محور 7 نزدیک‌تر می‌شود. 

۲, ,نا فر دست دامتن بمودار 7 10 < 1 اگر مبداء مختصات را 
به نقطةٌ (۰ به-) منتقل کنیم» به نمودار (۵0 + )2( < لا می‌رسیم. 


در شکل ٩۷‏ نمودارهای 2 518 < ۷ و ( 5 - ) ده نز در یک 
دستگاه محورهای مختصات داده شده است. در این شکل 7 5۹11 حت /] به 


مبداء مختصات را در نقطه (5,۰) در نظر بگیریم منحتی با خط کامل » 


۳۶۹ 


٩۸ شکل‎ 


همان نمودار 7 5111 - لا خواهد شد. 

۳ پاسخ را در شکل ۹۸ می‌بینید. نمودار (9110)7:2» با کوچکتر 
شدن |۰770 بازتر و به محور 22 نزدیک‌تر می‌شود. 

۴ در هر حالت؛ دو نمودار را روی یک دستگاه محورهای مختصات 


#۷ ۱ 17 
7 < « به بیشترین مقدار خود و در نقطه‌های < < ۶ و ح- << ۳ یه 
کمترنن مقدار خود می‌رسد (دوره تناوب ۲2 605 + ۰۱ عبارت است از 7). 
۵ برای رسم نمودار 2 605 + 2 517 > ) باید کمترین و بیشترین 


مقدار آن را بدانیم. ثابت می‌کنيم : 
)۱( ۲ > | وم + و وزه | 


۴۳۷ 


<< ۱ ۱ 4 
ی 2 م7 


۱ ۱ ۱1 
یا مر ما 


۲7 ۵05 دا ۱ 7/۱ [/7- ۲ 
۵ 2 ۷ ۲ س_ مه ۱ 


۳ عوم ۱۰ جد 1 


۲ ون ۸ ۱ سگ 
یر پیت 
۲ وم 1 ۱ 


۱ در ۱ 
شکل ٩٩‏ 


۹ تا 
ات 


۳ 


۲ 


دو طرف نابرابری (۱) مد مان و بتابراین» اگر دو طرف را مجذور کنیم؛ 
به یک برابری هم‌ارز ابربری (۱) می‌رسیم : 


۲ 8 جوم 2 صزو ۲ دج آومی + و زو 
که با تو جه به 7 05۲ و رز یه دست می‌اید : 
۵ 0۵ 2 2-۲ آومی د و آوزع چد ۱ > 2 608 2 817 ۲ 
(به جای ۰۱ مقدارش ۶ "09 + :2 "919 را قرار دادیم). و سرانجام 
م < ۲( و - 3 811) 
که درستی آن روشن است. به این ترتیب 


۷۲ > وی 1+ 2 وزو > ۴ 


۳۷۹ 


8 ۰۲ 7 5112 < لار 


در وافع» اگر فاصلهٌ ۲7 > ت > » (دوره تناوب 6095 + 2 51132) را در 
نظر بگیریم» به ازای > - # به دست می‌آید ۷/۲ << (بیشترین مقدار با) 
و به ازای 2 - 2 به دست می‌آید ۲/- - لا (کمترین مقدار (و) و به 
ازای سایر مقدارهای 2 (از فاصلهٌ تناوب) داریم: ۷/۲ > ۷ > ۲/+-. 

نمودارهای 7 518 << با و 6092 + 2 510 < ۰۷ در شکل ۱۰۰ داده 
صلة است. 

۴۶ رسم نمودار دشوار نیست. باید نمودار 12 < ۷ را برای 
ه < 2 و نمودار 3 910  <‏ را برای ۰ > 2 رسم کرد (شکل ۱۰۱). 

۷ در آغاز به این نکته تو حه تیه که وفتی با مقداری متل 


۱ 1 
2 «زه) 10 یعنی () 5111 سروکار داریم» منظور سیئوس رادیان 


۳۷۳ 


ی 2 5 < ۷ 
ره صنه)هنه > ۷ 


شکل ۱۰۲ 


و[ سس ۱ ۳« 
است. ۷ رادیان» یعنی کمانی بین ۵ ۲۸۸ درجه و ۲٩‏ درجه (یک رادیان؛ 


۱ ۹« : 
اندکی از ۵۷ درجه بیشتر است) و بنابراین ۲ 0 مقداری نزدیک به ۳۰۲ 818 


است. 


وفتی 1 از ۰ یا ِ تغییر کند» 7 ٩10‏ از ه تا ۱ و بنابراین (2 81۳ ) 810 
از » تا ۱ 911 (سینوس یک رادیان) تغییر می‌کند. یک رادیان کمی از ِ 


(۶۰ درجه) کمتر است؛ یعنی می‌توان سب تج ۱ ط1و گرفت. 


وقتی 7 از ی تا ب تغییر کند؛ ( 2 818)ط1و از ۱ لو تا (۱-)910 


۷۳ ۳ 


(یعنی به تقریب از سس تا سج--) نزول می‌کند و» سرانجام» وقتی 2 از 


جِ تا ۲7 تغییر کند» (2۶ 919)صلی از (۱-)910 (به تقریب لاس تا 


نمودارهای 2 518  <‏ و (2 91۳8)91۳ < با در شکل ۱۰۲ روی یک 
دست‌گاه محورهای مات داد سل اس 


۱۸ . دوره تناوب اه طرو | /1 برابر اسست با ۰1 زیرا 
بز < ات طزو | > 2 صلرو | < |(7 + 919)2 | 


پرای 7 > 2 > ه داريم ۰ <2 2 5138 و بنابراین می‌توان نمودار 2 91۳ < ۷ 
را» در اين فاصله رسم کرد. 


وف ض 


نمودار 3 511 زو داز شکل ۳ داده شده است. 


 < 510 || )۲‏ تابعی است زوح» زیر 
7 |2| صله > |2 - | ۹18 


و بنابراین» نموار آن» نسبت به محور 7 متقارن است. 
نمودار ۳3 0 < 7 در شکل ۱۰۳ داده شده است. 


۳( بای ج > 2 ک ۰ داریم ۱ > ۵۵ ک ۰ و بنابراین 


9 
» < [ه واه > اج > و 5 ۰ 


دت ۱ ای تیا 
به همین نرنیب 


1 
۳ 


۱ << [2 99| ع< رز جد - < 3 


۳۷۳ 


شکل ۱۰۵ : نمودار [2 طاو| < با در فاصله ۲۶ > 2 > ه 


1 
۶ ۲ و ۲ ۲۳۰ 
۱ - حد 1 چ< ۲7۲ > 9 > 7۲ 


هم << لا چد ۲7۲ << :1 


در شکل ۵ دایره‌های کو جک توخالی جزو نمودار نیست و دایره‌های 


اس 


آن را لازم داشته باشیم باید به طور جداگانه محاسبه شود مثلا 


۷۳ 


سس له (۱ )توعد زا چم ۴ دز ج 1ب 


مج اه او وج 


۴ ۳ 
ته وی ی وی 

زر ۴ ۲ 

7۳ ۳ 
فک <) ک مه ۲ مزه - وج ۳ > م > ۲ 


خودتان نمودار را برای ۲ > 2 ک ۲-- رسم کنید. 


۵) در شکل ۰۱۰۶ نمودار (2 1605 < ۷ (ضمن مقایسه با نمودار 


3 005 << 1( فاقه شله اشستتاه 


لگ وقتی ۰ > 2 > - یا > > 2 > » نمودار (6092)  <‏ 


۳۷۵ 


بر نمودار 2 608 < 1 منطبق است» ولی به‌ازای » < 2 داریم ۱ < 7 609 
در حالی که ۰ < (2 605). دربار؛ بقیهُ فاصله‌ها خودتان دقت کنید و با 
نمودار شکل ۱9۳ مقایسه کنیك. 


۳۷۶ 


